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a) (2n)=(2;4;6;8;10;12;...) b) ((-1)“)=<-1;+1;-1;+1;-1;+1;...)

c) <n3—n2>=(0;4;18;48;100;180;...) d) (n.2)=<L%;;;%% 312;3—32 ;...>

_1_1_3_2_5_ n—l 3__4__1512 35_
°) <n_+1>=<0’3’2’3’3’7""> “ <„z „>=<°’3’’? F’ 3’ 3—7’ “>

8) < 
4n—12>=<3 1 H _3__ l_9__ 23 ...> h)—<(l)2n+l>=<_ _,1;_1;_1;—1;—1;.„>
(„+1)24 9 16 5 36 4—9

1) ((-1)“*')=(+1;-1;+1;-1;+1;-1;...) j) (1-(-1)“)=( 2;0;2;0;2;0;.. .)

k) (cos(n-n))=(—l;+l;—l;+l;—l;+l;...) l) (sin(n- n))=(0;0;0;0;0;0;...)

m) (l—cos(n-n)>=(2;0;2;0;2;0;...> n) (1+cos2(n.n))=(2;2;2;2;2;2;...)

o) <cos("—J)>=<O;—I;O;+l; 0;—1;...> p) <Sin2(n_2n)>= (l;0;1;0;1;0;.. .)

 

 

&) a„=(1;4;1;16;1;64;„.) b) x„=(2;1;4;3;6;5;...)

a) (1;1;1;1;1;1;...> b) (1;—1;+1;—1;+1;—1;...)

c) (2;3;4;5;6;7;...) d) (1;2;4;8;16;32;...>

e) (0;- 2;0;-2;0;-2;...) e) (1;1,1;1,11;1,111;1‚1111;1‚11111;...)

a) (1;1;3;7;17; 41;. ..) b)(0;1;2;3;4;5;...) c)(1;1;0;-1;—1;0;„.)

d) (0;1‚0,5 0,75 0‚;625 0‚6,.875 ..) e)(2;1;3;2;2;2,3;...>

a) x„=<2;2;2;3;3;3;3;3;4;4;...) z.B.:int(1+f)=int(3,23..)=3

b) y„=(0;2;2;4;4;6;6;8;8;10;...) z..:B 21m(%=) 2int(2,5)= 22= 4

c) =(1;0;1;0;1;0;1;0;1;0;...) z.B.:5z2=...Restl; 6:2=...Rest0

d) =(1;2;0;1;2;0;1;2;0;1;...> z.B.:5:3=...Rest2; 6:3=...Rest0

a) (2;5;8;...> =a„=3n—l b) (10;9;8;...) =>b„=ll—n

. . . nl . . . . _ _ n—1c) (0,0,1,0,2,...) =>un"=? d) (2,6,18,54‚...)=»a„-23

e) (2;1;0,5;0,25;...) =>u„=22'n 1) (1;-1;1;-1;...) =>u„=(-1)“’l

1 2
2 1,5
3 1,29630
4 1,26093
5 125992

a) (1,8,1 1, 10,5,12,15,14,9,0,3,2,13,4,7,6,1,...)
b)(0,3, 8„11 o,. ..)
c),<6,7,1319,9,9,.)
d) (3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 0,1,2,3,...)

a)a„=46,s„=375 b)a;=2,s„=893 c)d=7;s„=872

d)n=l9; s„=1463 e) a„=l8;s„=558 t)a;=4;a„=37
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1.24

1.25

1.26

1.27

a)a;=l‚a5= a;+4d=l+4d=10=>d= 22,5 (1;3‚25;5‚5;7,75;10)

b)(1;2;3;4;5;6;7;8;9;10)

=;=3n 34, 834: l35;=>a„=a;+33d=d= 4, <3„711, 15, ...)

a;+(n-l)-d> 1000, 4+(n-1)5> 1000 => n> L‘;°—‘ =200,2, das 201-te Glied a201—— 1004

a)a. =205;d=-12m/s=-43,2km/h;a„=a; +(n-l)-d= 50 => n=4,59; nach 3,59 s

b)a„=a; +(n-l)-d=0 => n= 5,75 s; nach 4,75 s

2Punkte: P;(l/l)P2(2/1,8);y=k-x+d;k=0‚8; P;: 1=0,8-1+d=>d=0,2: y=0‚8-x+0,2
& —d a =a +d' a„_‚+a„‚=a„—d+a„+d=a
n- ’ n+l n ’ 2 2 n

n-(n+l)

 

 a, =l;an =n;d=l; sn =£(al +a„)=%-(l+n)=

1+2+3+,+12=s„;a;= 1;a„= 12, n=12 :> S“„=;n-‚(a +a„)= 61=3 78Schläge

a‚= 12; as=68;n=8; ag=al+(n-l)—d => d=8; (12,20, 28, 36, 44, 52, 60, 68>; s„=320

n=11;s„=30+29+..+20; a‚=30;a„= 20, s„ =_ll.(30+20)= 275Rundstäbe

K; = Endkapital der Einlage am 1. Jänner, K2 = Endkapital der Einlage am ]. Feber usw.

K‚=60+% =62,4;K;=60+ 99-91? =62,2 usw.d=-O,2;

Endkapital aller Einlagen 312 = %-[2 - 62,4 + (12 — l) - (—0,2)] = € 735,60

a. =30 ; d=4 ; n=20; sn =%-(2a‚ +(n—l)-d)=lO-(60+l9-4) =€ 1360,-

a) sl, 82, 33, S4, Ss Weg (in Meter) nach einer, zwei, drei, vier, fiinf usw. Sekunden

3; = 5; 32 = 20; S3 = 45, S4 = 80, 35 = 125 usw.;

a;=5-0=5;a;=20-5=15;a;;=45-20=25;m=80-45=35;35=125-80=45usw.

arithmetische Folge mit d = 10

b) s10=500m c)slo=15+25+.„ = ?°..[.25+(10-1)..1=o] 500m
Papierstäxke: b;

]. Schicht: u;= 21tr; 2. Schicht: u2—— 21;r + b);

3. Schicht: u3—— 211;r + 2b); usw. n-te Schicht: 01" = 21t-[r + (n-l)-b];

(un) ist eine arithmetische Folge mit dern Anfangsglied u; und der
Differenz d = 21t-b; Gesamtlänge L = n°1t [2r+(n-l)-b];

R—r R_

n=T; L=7r—Tr(R+r—b)z%—(R2 —r2) z7540m

 

Es handelt sich durchwegs um arithmetische Reihen

a)a;= l,d= l,n=20: szo=210 b)a;=3;d=2;n=15; 315=255
c) 2,5 + 3 + 3,5 + 10, a; = 2,5; d = 0,5, n = 16: sm = 100

d) -4 + (-3,5) + (-3) + + 6; a; = -4; d = 0,5; n = 21; sz1= 21
n-l

a) a„ = 23“'1 b) a., = 100,1“ = 102““ c) a,. = %-3“" = 3"'3 d) a„ = 4%) = 5%_‚

a) a„= 364,5; s“ = 546,5 b) a;= 0,2; s“ = 51 c) q = 0,5; s“ = 79,6875

d)n=8;s„= 199,21875 e)q=-2;s„=-136‚5 t)n=8;a„=64

a„-; = a;-q"'2‚ a.. = a;-q“'l und a„„ = 21;-q" sind drei aufeinanderfolgende Glieder einer
geometrischen Reihe;

an-l 'an+1 = alqn_2 “alqn : 3'12'(qn_1)2 =a1qn_l =an
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2 Punkte: P1(1/2), P2(2/2-1,2); y = c—a"; x = l: y = c-al = 2; c =

99
15

3

x=2: y]=oa2 = 3an =2a= 2,4 :> a= 1,2; damit: 0 = 3; y = y =i-1,2" =2-1,2"'l
a 1,2 1,2

ps = po-q5 : q = 5 p5 /p0 = 1,0371 = 1,037 ; mittlere Preissteigerung etwa 3,7%

Us = Ul-q4 :> q = ‚“/Us /U' = 1,0746 = 1,075; durchschnittliche Steigerung also etwa 7,5%

ao = 140000 ; q = 0,99 ; n = 10 => 140000-0‚99'0 = 126600
&) am Ende des Tages vor dem 30. Tag, also nach 29 Tagen

b) nach 28 Tagen c) nach 27 Tagen

zu = ]; a„=al-q“" = 1q“" =q""; 321 =q20= 10 => q=% = 1,122;

(1,2 10,20102...,29102° = 10) =(1; 1,122; 1,259; , 8,913; 10)

a3=a|-q2 =2-a‚ => q2=2 oder q=J2 => (l;1,41;2;2,83;4;5,66;8;11,3;16>

<1 L L L L L L L >
’2’ 4’ 8’16’32’ 64’128’

al = 10 ;am = 200; Werte in k!)

a) am = al + 9-d => d = 190/9 = 21,1;

(10; 31,1; 52,2; 73,3; 94,4; 115,6 ;136,7; 157,8 ; 178,9 ; 200 );

R; aufRz : 211 %; R9 auwa: 12 %

b) am = a;-q9 => q = 9 20 = 1,39; (10; 13,9; 19,5; 27,1; 37,9; 52,8; 73,7; 102,8; 143,4; 200 );

R1 auf R2: 39%; R9 auf R10: 39 %

a' = 50;a6 = 400; 400 = 50qu => q = 1,516; (75,8; 114,9; 174,1; 263,9)mm

Geometrische Folge (10,11, , Im); 10 Anfangsintensität, 11,12, Intensitäten

nach dem Durchgang durch die I., 2. Platte; q = 1 - 0,05 = 0,95.

1.0 = 10.0,95'0 = 0,59910 = 60% von 10 .
I“ = 0,251; = Io—q" => q" = 0,25, n = 27,03; nach der 27. Platte ist die Restintensität noch

knapp über, nach der 28. Platte erstmals unter einem Viertel

a" = am“, lg an = 1g(a‚-q"") = lg a. + (n—l)—q; (lg a„) ist eine arithmetische Folge mit dem
Anfangsglied lg al und der Differenz q

8
—1 . .

al = 5; az = 52; , as = 58; 59 = al + + as = 5 55—1 = 488280 Personen erhalten emen Bnef

3 _ 174075 

 

a) 31=%;q=%;n=62>36=966;z10‚39 b) a‚=-2—;q=—;—; n=10:>s„,- 1024 z170,00

C) a‚=l;q=—%; n=11 :> S„=315082349z35 d) &] =ß;q=ß; n=12 => sz215,1

1. 10 20 20a) a‚=z,q=z,n=8=>sszo,333 b) a,=;,q=;‚n=l2=>s,z0,6ö7

2 3 10 2 8 2

.) (a) .(a) .....(a) :p) .[1.3._„.(1) ]; ..=(ä) . q= ä;n=9; ..=2‚081
4 4 4 4 4 4 \4 4

d) 3-1‚8'2+3o1,8"+...+3-1‚88 = 3-1,8'2[1+1‚8+1‚82+„.+1,8'0]; s.. =742,69
264

1 + 2 + 22 + + 263, geom. Reihe mit al = 1, q = 2, n = 64; 364 = "2111 = 264 —1; ca. 154 t

(po, pl, p2, ) ist eine geometrische Folge, wobei po = 1013 mbar der Druck in 0 m Höhe, pl = mm

der Druck in 1000 m Höhe, p; = mm2 der Druck in 2000 m Höhe, usw. ist. q = :))—' =% = 0,883 ‚
0

pz = po—q2 = 789 mbar, p3 = po-q3 = 696 mbar; p.; = po°q4 = 614 mbar.
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1.45

1.46

1.47

1.48

1.49

1.50

1.51

1.52

3) V0 = 10, V; = Vo.1,03 = 10,30; V2 = V;‚-1,032 = 10,61; V3 = Vo—1‚033 = 10,93 (in Mio. t),
geometrische Folge mit q = 1,03. Beachte, dass hier das erste Glied den Index 0 hat!

b) v“ = vo.q" = 2v0 => q" = 2, nolnq = ln2, n = 1% = 23,4 Jahre

0) s = Vo + Vo-q + + Vo-q" ist eine geom. Reihe mit a; = Vo, q = 1,03 und n+1 Summanden;
n+l

s = vo-q—l" = M :> 1,03"+1 - 1 = 500,03 oder 1,03“1 = 2,5; daraus: n+l = äf—ä= 31,
Q“ ‚

n = 30. Nach 30 Jahren.

d) Wie oben, aber M = 5000; n = 92,8 Jahre

e) V; - Vo = d = 0,3; jährlicher Verbrauch am Anfang: Vo; nach einem Jahr: -Vo + d; nach

zwei Jahren: Vo + 2d, , nach 11 Jahren: Vo + n-d; arithmetische Reihe mit n+l Gliedern.

“T“ - (v() + V“ ) = “T“ . (2V0 + n - d) = “T“ - (20 + n - 0,3) = 500; quadratische Gleichung

fiir n: n; = 32,6 (nz = -100,3 sachlich nicht sinnvoll). Nach 32,6 Jahren.

1) Wie c), jedoch mit q = 1,01: V0° "'L“' = M :> 11 = 39,7 Jahre

Anfänglicher Verbrauch Vo, Verbrauch nach einem Jehr V; = Vo-q, , Verbrauch nach 11 Jahren

V“ = Vo-q".

q= 1,04:Vn=vo.qn=2.vo oder q"=2 ; n:

S:

 

ln2
lnl,04 = 17,7 Jahre 

q= 1,02: n = 11% = 35,0 Jahre . Zeit würde sich etwa verdoppeln.

 Jährlicher Abschreibungsbetrag A = 3002—0 = 750; Restwerte: <3000, 2250, 750, O) (in €)

a) A =M= 9000;

Restwerte: (73000, 64000, 55000, 46000, 37000, 28000, 19000, 10000, 1000) (in €)

b) R" =R„ -(1-1)" ; i=1—\/E_Z_ => i=0,415096;

Restwerte (in €):

(73000; 42698,00; 24974,23; 14607,53; 8544,00; 4997,42; 2923,01; 1709,68; 1000)

R,=R,-(1-i)";i=1-#%;1=1- 2°°° =>1=0,5358411;
0

 
200000

Restwerte (in €): (200000; 92831,78; 43088,69; 20000; 9283,18; 4308,87; 2000)

R3 =1191,64; 1—i=1—0,38 = 0,62; R0 = R3 = 5000; Neuwert: € 5000,-
(H)3

a) R5 = 60000 - 511000 = 5000
b) A2 = 11000 = i-Ro°(l-i) = 60000—i-(1-i); i-(l-i) = 11/60; quadratische Gleichung fiir i:

:> i; = 0,2418; i2 = H; = 0,7582; durch den Abschreibungsbetrag A2 ist die Abschreibung

nicht eindeutig festgelegt!
R5 = R.‚-(14‚)5 = 15033‚74 bzw. R5 = Ro-(l-iz)5 = 49,60
Die beiden möglichen Restwertfolgen lauten:

(60000; 45491,93; 34491,93; 26151,75; 19828,22; 15033,74) bzw.
(60000; 14508,07; 3508,07; 848,25; 205,1]; 49,60)

a) R0 = R4 + 49000 = 37000 (in €)

b) R3 = R4 + A4 = 10000; i = A4/R3 = 0,9; R4 = Ro-(l-i)4 => R0 = 108 (in €)
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1.53

1.54

1.55

1.57

1.58

1.59
1.60
1.61

1.62

1.63
1.64

1.65

1.66

1.67

I‘O‘T)‘T)°O => i z 0,369043; R.. = Ro—(l-i)k; A.. = R„-‚ - R., = i-R..-.

Folge der Restwerte Rk (in €): (6309,57 ; 3981,07 ; 2511,89 ; 1584,89 ; 1000)

Folge der Abschreibungsbeträge Ak (in €): (3690,43; 2328,50; 1469,19; 926,99; 584,89)

b) A1 = i°Ro; A2 = i°R‚ = i-(l-i)°Ro = (l-i)—A„ A3 = i-Rz = i-(1-i)-R. = (1-i)-A;; usw.

d.h. Ak = (1-i)-A‚„ fiir k =2, 3, 4, ...; (A..) ist eine geometrische Folge mit q = 1- i.

5A5 + 4A5 + 3A5 + 2A5 + A5 = 15A5 = 65000 — 5000 :> A5 = 4000;

(A.,) = (20000; 16000; 12000; 8000; 4000)

(R") = (65000; 45000; 29000; 17000; 9000; 5000)

 a) i=l—S

a) € 125778,93 bzw. € 77 217,35 1.56 a) € 116038,26 bzw. € 90919,01

b) € 330659,54 bzw. € 124622,10 b) € 264135,74 bzw. € 162156‚43

c) € 144865‚62 bzw. € 67100,81 c) € 126718,58 bzw. € 86242,54

R = 10000; q = 1,06; 11 = 12

a) vorsch. Rente; E„ = € 178821,38 b) nachsch. Rente; E,. = € 168699,41

Barwert einer vorschüssigen Rente; B„ = E—: = R _'_‘qun(i_5 = € 261706,42
q q ‘ q—

Barwert einer vorschüssigen Rente; a) € 16215,64 b) € 14493,78 c) € 13518,05

1000 1 ‚06 = 1060,00

Holzbestand nach n Jahren: 100000q" - lOOOO-(q"—l)/(q-l)

 

a) 172918 rn3 = 173000 m3 b) 100000 m3, da Abholzung gleich Zuwachs pro Jahr

Anfangsguthaben 6 Jahre aufzinsen. Die zusätzlichen
Zahlungen können als eine vorschüssige Rente über __ vorschüssige Rente

5 Jahre gesehen werden: 0 1 2 3 4 5 5 t'
5

1000-q6 + 100.q.3—_'T' = € 1740,89. T T T T T T
q 1000100100 100 100 100

Alternativ: Alle Geldbeträge auf den Zeitpunkt t = 6

einzeln aufzinsen und danach addieren.

i=6%: € 167603,35; i= 6,25%: € 175578,67; prozentueller Unterschied: 4,76%

€ 10603,60 bzw. € 9818,15 bei Aufschub; Unterschied: € 785,45

 

 

 

 

10 _
a) q = 1,08; 20000 + 800-q—T1%— = € 25368,07 = € 25400

- q
b) Barwert der jährlichen Erträge R = Barwert der Investition;

10

25368,07 = R- q_—_l__1()_ ; R = € 3780,59
(14 q

Jahr Schuld Zinsen | Annuität A [ Tilgung | Schuld

Jahresanfang Jahresende

1 40000 3200 15000 1 1800 28200

2 28200 2256 20000 17744 10456

3 10456 836,48 A; = 11292,48 10456 0        
 

a) Annuität A = Ko-q"-% = € 9495,86
q _

 

 

 

 

 

  

J Schuld Zinsen T Annuität | Tilgung | Schuld
ahr

Jahresanfang Jahresende
] 40000 2400,00 9495,86 7095,86 32904,14
2 32904,14 1974,25 9495,86 7521 ‚6 1 253 82,54

3 25382,54 1522,95 9495,86 7972,90 17409,63
4 17409,63 1044,58 9495,86 8451,28 8958,35
5 8958,35 537,50 9495,86 895 8,35 0,00      
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b) Annuität A = € 5434,72
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      

Jahr Schuld Zinsen | Annuität ] Tilgung | Schuld
Jahresanfang Jahresende

1 40000 2400,00 5434,72 3034,72 36965,28
2 36965,28 2217,92 5434,72 3216,80 33748,48
3 33748,48 2024,91 5434,72 3409,81 30338,67
4 30338,67 1820,32 5434,72 3614,40 26724,27
5 26724,27 1603,46 5434,72 383 1 ‚26 22893‚01
6 22893,01 1373,58 5434,72 4061 ‚14 18831,87
7 18831,87 1 129,91 5434,72 4304,81 14527,07

8 14527‚07 871,62 5434,72 4563,09 9963,97

9 9963,97 597,84 5434,72 4836,88 5127,09
10 5127,09 307,63 5434,72 5127,09 0,00   

1.68 Nein, da die Zinsen im ersten Jahr schon € 70,- betragen; Mindestannuität A = € 70,-

 

 

 

 

 

         
 

 

1.69 a) Annuität A = [(o-q"-q;1l = € 2755,02 b) A = € 2700
q _

Jahr Schuld Zinsen | Annuität | Tilgung | Schuld
Jahresanfang Jahresende

1 1 1000 880 2700 1820 9180

2 9180 734,40 2700 1965,60 7214,40

3 7214,40 577,15 2700 2122,85 5091 ‚55

4 5091 ‚55 407,32 2700 2292,68 2798,88

5 2798,88 223,91 2700 2476,09 322,79

Kreditrest: € 322,79

_ 1,087—1 _
1.70 Angebot A. 6 + 2 0,08 l_08_7 € 16,41 (in Mio.,)

1,0—85 l 1 . . .. .
Angebot B: 41,08-’—-———5 ——€ 17,25 M10.; B 13t gunst1ger

(),08 1,08

1.71 ProjektA:—30000 + 100003677171er 17665,40 € 17700

Projekt B: - 55000 + 15000 '%7—07" - '76 = € 16498‚09 = € 16500; Projekt A ist günstiger

1.72 a)Abstand |2—_“ = Zfiilfi—= i =i < 0,01 => n> 199, alsoN= 200
n+1 n+1 n+1     

b) — < 0,001 => N = 2000 c) —— < 0,000] => N = 20000
n+1 n+1

1.73 3) lim—-- 0
11—900 211

b) lim—%=O c) lim—l—=O d) lim(2+—)=2
n—>oo 2n2 n—no

f) 1131(1+ ni,)=1 g) lim(—+2)=2 h) limnT_l=lim(l—l)=l

' =lim(2__) = 2 b) liml_311 = 11m(1 -3) = —3
11 11—900 n—>oo n n—m n

2

=llim(1 ——2)=1 d) lim 3+2n = lim(i2 + 2) = 2
n—>oo 112 n—no "n

1 'n 0g) 5215) '

e) 11111(2 —l)_— 2
ll—ND

  1.74 a) lim2n

1
l = 0

e) nl—»r2 (11+3)2

h) m[4-G)“ ] = 0

   
“2_

c) lim"
n—>oo „2

Ü lim(—rl+2,“ =lim(1+%+fl—',)=l
n—>oo " n—>oo
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1.75 a) (JH) = (l,' 1,414 ; 1,732 ; ...) , streng monoton wachsend, nein (bestimmt divergent)

b) (sin (n- n))= (O; O; O;. ...,) ja, Grenzwert: 0 c) (cos(n-n))=(—l;+l;—1;....)‚ nein

d) (tan (n . n)) =(O ; 0 ; 0 ; ....) , ja; Grenzwert: 0 e) (cos2 (n -7r)> = (1 ; 1 ; 1; ...) ‚ja, Grenzwert 1

1

8
f)(3+2.(_1)“)=(1;5;1;5;1;....)‚nein g)< 'n>=<_l;'

24

]
;_l_6;"

 .>.,Ja, Grenzwert: 0
(-2)

h) (n mod 2)=<1;0;1;0...>, nein

    

  

  

  

  

   

  

_ _ _ _ 2 _„6 a 2n1=21/n__)2 b)21211=2/n1/1211__)0 0=0

n+l l+l/n n +1 l+l/n 1+0
3 2_ _ 4 2 _ 2 4c) n +2n 1 =l—+l/n 1/n3_)00 d) n +42n +3= 1+2/n +43/n __)_l

n +1 l/n+l/n 2n +1 2+1/n 2

JH 1 1 n 1/J’ 0
e) = —->——=1 t)—= —

1+«/H l/JH+1 0+1 l+n 1/n+1_)0+1

n 1 n 1/\/_ 0
g) = —>00 h) —=1+JE 1/n+1/JH 1+nJH__>1/n./H+1 0+1

2 _ _ 3
1.77 a)—n—=—l———>l b) 3n —2n= 3—2/n2—)00 C) n3 tn2 l=l+l/n 1/;1 —)oo

n—1 l—l/n "4 l/n—l/n n —n l/n—l/n
3 2d)3n +3 +n+l =23+1/n+1/n +l/n _ä_ c) 1 _l+l/n_)_1 1_+_0_
2n +2n 2+2/n 2 l—l/n 1+2/n 1- 0 1+0

f)2+ 1 Ol+l/n_)0+_1 l_+0_

n l—l/n 1+2/n 1— 0 l—+O

g)2/n—l 1 1 1 1 =_1+1=0 + - __,_1+___._
1 1—1/JE 1+2/n 1-01+0

_ ” ' : .£.9= ' = .£.9= ' ° _ ..£9. : ° ' ' '1.78 b1—5d, b2 2 2 2 bl, b3 4 2 4 b1,..„‚bn—n 2 “ bh...JedesFolgegliedbnlst

gleich bl = %d , dieser Wert und nicht (1 ist somit der Grenzwert der Folge <b„) !

1.79 Bei jedem n-ten Schritt werden die Dreiecksseiten gedrittelt, während sich ihre Anzahl viewier-
facht; n = 0 bezieht sich auf das Ausgangsdreieck, n = 1 auf die aus dern Ausgangsdreieck

entstandene erste Figur, einen sechszackigen Stern, usw.
0 1 n

U0 =3a- = 3a-G) ; U' = 3a-G) ; .; U„ = 3a-G) ; (U„) ist eine geometrische Folge mit dern

Grenzwert 0°.

2 2

Ao=a2-£; A1=Ao+3 (£ .£=A0+3.(1)32 £=Ao („l)
4 3 4 3 4 3

a2J5_ 122J3_ 134_ 114

 " 3 ° 9 ' 3
geomfReihe

A„ = A0 (1 + —_—q) —> A0 (14- 1_1L437_9_) = %-A„ . Die Schneeflockenkurve besitzt also bei einem

endlichen Flächeninhalt einen unendlichen Umfang!

 



1 Folgen und Reihen
 

1.80

1.81

1.82

1.83

1.84

1.85

1.86

1.87

2 20 2 20 3 -1 3
a)s=l—T’l—? b)s_l——(—T‚l)_fi C)S—1—6 d)S—?——Z

2 3

. _1. _ __ 3_. = =. _ _Ba)a-3‚q—2,s—6 b)a 4-,s 3 e)a l,q 0,1,s 9

10 _] S__2 __2_ _ 1_ __4
d)a= l;q=—O—‚l; 3=fi e)a= 1q s_3 Da_T’q__2’s_9

_ _ _ 1_ _4 100 . _ ‚_
g)a—2‚q_TE‚S'—_3' h)a=10q‚= O‚;1‚S=—9— l)a=4,qzfi,3=4u(2+ß)

. _l. _3 =1. =l. =l __ _1. =1
a)a-l‚q—3‚S-2 b)fl 39q 328 2 C)fl ‚q 35 6

' —3' =2 =—l' =—l' =—l : . ' = ' :d)a-l,q-s,s 2 e)a 3‚q 3‚s 4 Da 30,9,q 0,9,s 27

g)a=3-O,9s; q=0,9; s=17,71 h)a=0,5-0,8'2;q=0,8;s=3,91

- 2 2 ___2__=1_1=0‚2=2
a) 0,2-—0+m+„., a-lo, q 10’ 0,2 —1_0‚1 9

9 . _3. _L. ':b)0‚9= 1%+1T0+""a_10 ,q-lo,0,9 1

2 . 1 -_3. -_ i=äc)0,32=0„3+002; 0’02=fi+%+""8=1—0102qT ;0,02-9(),0,32-0‚3+90 90

5 . _3. __ __. __äd)2,5= 2+0,5; 0‚5=-—+m+„.,a—lo,q 10 _ 2‚5= 2+ 9

3 2 3 23 23 _ 23 _91_0_ —_g
e20’2_3=fi+ 1T0+Üo_0+10000 ""W+10000+""39=1—00’q ’O’ 3" 9

4 . _i' =L' _=il'oo _: 12193f)1,04=1+0,04; 0,04=—15+M+.„,a—11100,q0,0,04 99‚1,04 1+99 99

1 . _ 1 —_Q. —_ B_£Zg)3,10= 3+0‚10; 0,10=—+102_00+„.‚a_lio;q= 1—00‚;0,10_99, 3,10 3+99 99

2 . 1. —_

h)0’0—2= 100 +1—0000+""a= 1—00’q=100’0’0_2_929

i)1,2T4=1+0,2T4; 0,2T4=£+2_34. - =_2—34;q=_;0,2T4=3%;1‚2T4=1+£=131
10106 02 l1T2 999 111

j)0,123= 0„1+0023; 0,023=_+_2_3+...; 2_3;q=lL ;0,023=_;0,123= 0,1+2_ —“
105 :10 990 =4T5

. . . ' . 1

li =% und a q= %; daraus a= % m die erste Gle1chung angesetzt, erg1bt: q2 - q - 4 = O;

_ l _ l 1 l l l l 1
q„——, a———=—; —+—+—+—+—

’ 2 3q 6 6 12 24 48 96

1% = 27=> a = 27-(1-q);

a + a-q + a-q2 = a.(; + q + q2) = 27-(l-q)-(1 + q + q2) = 27.(q3 - 1) = 27-q3 - 27 = 26; daraus
q3= L undweitersq= l;a=27.(1-q)=18; 18+6+2+2+%+.„

27

a)100+10+1+ _0+—100, ..(inm); geom. Reihe: a=100m, q=— b)li= 111,1 rn
“q

a)A‚=12—1-(1).=1-1;A, =A -.18() =1-l-i;
3 9 9 92

_ 18 82 8“"_ 8 82 8“"_
A„-l % 9—2 9—3 9—„-1 %[l+%+[%] +...+(%) ‚...

2 -1

1+ % +(%) + + @) + ist eine unendliche geometrische Reihe mit a = 1 und q = % ,

 



1 Folgen und Reihen

ihre Summe ist @ = 9. Daher limA„ =1-%-9= o.
/ l'l—ND

_ 4_ _ 4 8_ _ 4 82_ _ _ 4 8 82 8“'' ‚b) Ul _4+5‚ U2—U‚+3-3, U3-U2+3-(5] , Un _4+3.[1+3+(5) +...+[5) ],

2 n—l

da [1 + % + G) + ...+ @) ] über alle Grenzen wächst, gilt dies auch fiir die Umfänge U.,:

limU„ =oo‚
I'I—Dw

Der SlERPIENSKI-Teppich ist eine Fläche mit dem Inhalt 0, aber mit unendlich großem Umfang!

 

 

2

1.88 Seiten: 3; 2%; a-(%) ;

a) Umfänge: 4a; 4a%;2a;... unendliche geometrische Folge
      mit dern Anfangsglied 4a und q = 71—5 ; Summe:

4a_l_l/ß=4-a.(2+,/5

 

b) Flächeninhalte: az; 32 -%;.a2 -% ;... unendliche geometrische Folge mit Anfangsglied

2 = 1 , _ 32 _ _ 2& undq 5, Summe. —1_1/2—2 a

1.89 Seiten: a; 3; 3; .
2 4

a) Umfänge: 3a; %; “%; ...unendliche geometrische Folge mit a a

. = l . _ 33 :
dem Anfangsghed 3a undq 2 , Summe. ——1_1/2 6a 3

2 2 2

b) Flächeninhalte: aT-w/g; T—6«5 ; 3—8-x/5 ; unendliche geometrische Folge mit dem

2

378 ‚_a_.,ß
1—V4 _ 3

l .

2

Anfangsglied aTw/g und q = Z , Summe:

. 1 1 2
1.90 Rad1en: r;-r-—; r-(—) ;

2 2

2
Halbkreisbogenlängen: 7r-r; 7r—r-%; 7t-r @) ; ;geometrische Reihe mit dem Anfangsglied

1t-rund q=%; SummezL= 27rr
7r-r _

1-V2_

1.91 Höhen (in m): 2; 20,8; 20,82;

Gesamtweg: 2 + 220,8 + 220,82+ = 2 + 4-0‚8[1 + 0,8 + 0,82 + ] = 2 + 3,2- 1% = 18 m



2 Diskrete Systeme

2 Diskrete Systeme

2.1 Zinsen am Jahresende: 500-0,04 = 20; bei einer Abhebung von € 20,- bleibt der Kontostand gleich.

Differenzengleichung: y“ = 1,04-y‚„ -20 mit yo = 500

2.2 y„= 1,06-y„-1 - 2000; y() = 10000

2.3 Y1 Y2 Ya Y4 Y5 VG

3) 1,13 1,56 1,78 1,89 1,95 1,97

b) 1,31 2,64 4,30 6,38 8,97 21,21

c) 1,25 2,25 3,25 4,25 5,25 6,25

d) 0,875 0,563 0,719 0,641 0,680 0,660

e) 0,625 0,063 0,906 -0,359 1,539 -1 ‚309

f) 0,75 0,25 0,75 0,25 0,75 0,25 

 

 
  
 

 

 

  

yn f‘ yn“

7 2.3 c) 2.
6 237 „-

1. 2.3 d)
! /’\ \“—f—

4. / ' 0 1 2 3 \4/ 5 \6 n
“l \\

}

3-
// 2.3 a) -2 23 °)

2“ /" —o——-—-°-°
///t/.‚

1.

/ Yn
0 1 2 3 4 5 6 n 1 ”\//°\\‚/'\2.3 ‚)

1 2 '3 4 '5 6 11
-1

2-4 Y1 Y2 Y3 Y4 Vs Ye
a) 5 4,5 4,25 4,13 4,06 4,03

b) 2 3,5 2,75 3,13 2,94 3,03

c) 2 2,5 3 3,5 4 4,5

d) 2 2 2 2 2 2
e) 1 3 1 3 1 3
f) 1,55 2,71 3,98 5,37 6,91 8,60

g) 0,6 2,28 0,26 2,68 -0,22 3,26

yn7? yn “

1 /240
6T__\__ 6 /
5} ...-.___\ 2 4 ) 5- /_„.

-, “u.- . c /'

4 \ \°‘\*74—o/. 2.4 a) 4- /
1 \ ‚\ r /, 2.4 g)

31 \ // ./113“5///.\'‚42'4 b) 3‘\ / " Ä ‚2.4 6)

21 ‚../V” 2' *77Ä':*;*r"“fif‘% -°- «2 4 d)
l-j l- ‚>I\\‘/ \\Y/ \\ 6,

! „/ \ / \\ /

!_ ‚ ‚_ „__, ‚ ‘‚‘ \' . =
b 1 2 3 4 5 6 n 0 1 2 3 4 ! 6 n
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2.5 b) c)
4\ A

y3 Hi y3‘ H

2- 2- „
/ //

1; ‚’, . . 1J /
// ke1n F1xpunlft }// kein Fixpunlgt

0 i 2 '3 x 0 '1 2' 3 x 0 i '2 3 x

d) e) f)
y “ // “ y“

* ‚/ y kein Fixpunkt kein Fixpur/1kt

2 // l\ ’/
/

1 / , ’

-'1, ’ ' v i x / 0 1\ x

2.6 a) b) c)

y a“ „ „
3“ y3‚ kein Fixpunkt//
2 /// ///

/ / 2- /

1- 1 , ’
,//iFixpunkt _ _ //

T ’ 3 x ’ =
0 3\x

") f)
y “ / y “ /

3 Ä—J’ 33 ///

2- „ ’ 2—

1‚ /j’/kein Fixpunkt 1“ /
/ ' = ) +\Fipr ‚t ;

0 1 2 3 x 1 \ 2 3 x

2.7 y 45
/ y‚= 0,252; y;=0‚528; y3=0‚698;

‚@ y4=0‚590;y5=0‚677; y6=0‚612
___/‚V

, / Fixpunkte: x = 2,8-x-(l—x)
__ ’ Lösung dieser quadratischen Gleichung mit Hilfe

0’2" // des Produkt-Null-Satzes:

F1 ’ ‚ 4‚ F2 _L> x-[l -2,8-(1-x)]=0; x1= O; x;=0,643.
/ 0 0,2 x Damit liegen zwei Fixpunkte vor. 
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2 Diskrete Systeme

2.8 Lösung von y" = a—y„-l + b beim Anfangswert yo:

yn=(yo__b_).an+i,wenna;tl; y„=yo+b°n‚wenna=l.
l—a l—a

b b 7 9 1 “ 17 5 " 1
a)g=2;yo_l—_z=_z; yn=z'(5) +2 b) yn=T'(z) —4 C) yn=z+n

__i. _l " ?. =-i. _} " 3 2.1. _ n 1

2.9 Lösung von y„=a-y‚„ +b beim Anfangswert yo wie in Aufgabe 2.8:

_.l" =__1“ =__g"a)y„-4 (2) +4 b)y„ 2( 2) +3 c)y„ (4) +2

d)y„=l e)y„=3-G)n+l 1)y„=1,5+0,5-n g)y„=2

h) y„ =ä(-1)" +% i) y„ =10,51,1“ -10 j) y„ = 0,5(-1,2)“ +3

2-10 Yo | 1/1 Y2 Ya y4 y5 y6 y7 Ya y9 Y1o
0,100 0,180 0,295 0,416 0,486 0,500 0,500 0,500 0,500 0,500 0,500
0,101 0,182 0,297 0,418 0,486 0,500 0,500 0,500 0,500 0,500 0,500

Keine empfindliche Abhängigkeit!

  
 

 

 

    

 

 

 

 

  
         

2.11 8) .1- zog...“‘em—M “fil@_ß 33&
JLU'I’S ' 7 _

«’ ul. Li - |.11lfr'. — 1jilvlf1 — Ulli: 1'1 — 111 il nn;2=tlü .

ui1=.1 Plot5trtgl.
«’ u2=k-ul(n — l)'(1 - ul(n — l)) ;ä‘i’ägäfp'l-
U12=- 1 xnax=50.
gä= xsgl=1 .

. 9032:?-
Der Graph wurde zwe1mal äscl=. i
gezeichnet Style): einmal mit

"""—"Hm “-° Square, das andere Mal mit Line """ "'
monoton wachsend

b) 32@ _“ C) 32 Zä:Tm Trä_ce Reä*aphnm

mm 1100 mm 515 ' „ „. „ mm no 0010 515

konvergent (oszillierend auf einen divergent (oszillierend zwischen zwei

Grenzwert) Werten)

d) Mathcad:

k := 3.5 n := 0,1.. 50 °-°"

yn := 0.1 if n = 0 yn 0.6--

[k°Yn—1°(1 _ y„_1)] otherwise Vn 0.4-- 

Vn := 90 0.2-  Die Folge (vn) wird als Strecken- : = : : 30
. . . 0 0

Züg(LG1e)geze1chnet.
1 20 n 30 40

Divergente Folge (schließlich zwischen vier Werten

oszillierend)
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e) Excel: 54 „ ß =$B$1’B3'(1-83)
A EJ_FIG]le

' k= !' % i 1
2 n Y..

0 :.1cc 12“
1 .3EE

2 :,92: 1'°
3 0.289 03.

4 0.822
5 0,585 05-

8 0.971
7 0313 0.4-
El 0,402
9 0,962 02-
10 0,148 ‘
11 0504 °” " - ' " '
17 1nnn Ü 23 33 40 50    

 

Divergent; die Folgeglieder springen anscheinend willkürlich zwischen 0 und 1

hin und her, das Verhalten ist “chaotisch” geworden

   

   

 

  

 

2.12 3) ' " e)

.4

Für k = 1 oder 2 besteht nur eine geringe Abhängigkeit der Folgeglieder vom Anfangswert yo;

sie ist stark fiir k = 5 (“chaotisch”).

2.13 &) I@fliäs'St51e n b)
«'tu}=ulin- 1)—. 2 u1(n- 2)

Ui :
u =

ui3=
4=

ui4=
u5=

u15=

ui1={ß 1}
—m

2.14 Mathcad: f 1 \

n := 2,3.. 6 1

Yo := 1 Y1 == 1 0.3

y„ := 1 — 0.7oy„_2 y = 0.3

0.79

0.79

\0.447}  
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2.15

2.16

2.17

2.18

2.19

2.20

2.21

2 Diskrete Systeme

M31h08d n;= 0,1„50 y„:= 2 If "=D

2 if n=1

 

v :=n y„ (0_1.y„_1 — 0.5-y„.2 + sin(100-n)) otherwise

21
Yn
. . . -

Vn 0 10 20 30 50

_2 J. 
n

Differenzengleichung: y„ = 1,03-y„-„ yo = 50000; n = l, 2, 3,...

Lösung: y„ = (y, —%)a“ +% mit a= 1,03 und b = 0 => y[, = 50000-1,03“

y„ Kontostand am Ende des n-ten Jahres; y„ = 1,04-y„-1 — 20, yo = 500; n = l, 2, 3,

Lösung: y„ = (yo —l—b—)- a“+% mit a—= 1,04 und b_— -20 => y„_— 500; die Abhebung von € 20,-

schluckt genau die Zinsen

y„ Kontostand am Ende des n-ten Jahres;
y„ = (y„-1 + R)-q = y„-.-q + R-q; yo = 0, wobei q = H i und n =], 2, 3,...

Lösung: y„= (y„-i)a“ +%flmit a=q, b= R—q :

(y“0——)qn +—q—= R--q ——q— =21001,05“- 2100

a) y„ Restschuld am Ende des n-ten Jahres; y„_— l 0,6-y„-l — A, yo = Kg = 100000

b)Lösung:y„=(y„—1 bTJ- aI‘+li mit a=l„06 b=-A =>

yn =(K0 _Ü)q“ +q% = 0; nach n = 10 Jahren soll y„ = 0 sein ; daraus

0,06

1‚6‘° -1
A: K,q L=1000001,06'° =13586‚80

a) Y1 _ 1 ‚08 100000— 20000= 88000, y2= 1 ‚08-88000- 20000= 75040, y3_— 61043,2

b) y„_— 1 0,8yn-1— 20000, yo_— 100000, n= ], 2, 3,. .; y], yz und y3 wie in a)

0) Lösung: y„ = (y, —ä)-a“ +%, yo = 100000, mit a = 1,08, b = 40000 :>

y„ = 50000-(5 - 31,08“); y„ = 50000-(5 - 31,08") 2 0 oder 31,08" $ 5

nach Logarithmieren erhält man n S 6,64; damit 6 volle Rückzahlungen

d) Restschuld (Ende des 6.Jahres). y6 = 50000-(5 - 31,086) = 11968‚85

a) y„ = 0,5-y„-‚ + 1, yo = 1, wobei n = l, 2, 3, ...

" ' = __b_ . n i = . - "Losung. y„ (yo l—a) a + l—a 2 (l 0,5 ).

Mathcad:

531111;1111;1111;f"2.„1TÜUÜÜ„W
15

n
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2.22

2.23

2.24

2.25

b) yo 0; yl = 0,5-y0 + ], y1 = l; n 2 2: y“ = 0,5-y‚„ mit yl = 1 Lösung: y„ = 0,5“.
Mathcad:
n := 0,1 .. 15 2 2

x„ := 1 if n: 0 "n Yn
. 9 9

0 otherwuse

y" := 0 If n=0 0 5 10 15 0 5 10 15

(0.5-y„.1 + x„_1) otherwise

a) Niedrigere Frequenz: w = 0,1/3

 

 

 

 

 

1.5 -

€ 1 ' "";
_ " s

% "" k"\
5 0,5 ' ‚‘ \

w ‘ \ /7
E’ 0 l ‘A‘ l /‘ l

". 0 50M _„ 200
3 g 0.5- «_\_ "..

“—_‚“

4 1320 1151 5 ‘
5 1 1371 4.6 4

n C! n 1007 n 1RQO "

1 5 b) Mifiere Frequenz 0 = 0,1 c) Höhere Frequenz 0 = 0.3
. - 15

3 1 - E 1 »
.: E

g 05 . /\ i/\\ „/ 'ä 0.5

& \ \—I

5. 0 (| \ li gm & U 50
g 05 - E 435

.D

>“— " ' 5 "
-1‚5 - -15

n n

(0,5; l; -6; 0,5; l, —6; ), periodische Folge

@, _1_ _1_ _1_ „_ 1_ 1_ L, „_ _L‚ _L‚ „>
2 2 4 8 8 16 32 32

Der genaue Wert des gesuchten Flächeninhaltes (eines Trapezes) ist 2,5.
x„-l ist Funktionswert an der Stelle t = (n-l)-At; x„-1 = (n-l) At + 2; analog: x„ = n At + 2;

a) At = 0,2: y“ = y„-‚ + 0,2-[(n-1) 0,2 + 2] = y‚„ +-0,04-n + 0,36, yo = 0;
50,2 = 1 => y5 ist der gesuchte Flächeninhaltswert;

y1 = 0,40; y; = 0,84; y, = 1,32; .y4 = 1,84; y5 = 2,40

At = 0,1; y“ = y‚„ + 0,1-[(n-1) 0,1 + 2] = y„_l + 0,01-n + 0,19, yo = 0;

100,1 = 1 : ylo ist der gesuchte Flächeninhaltswert;
y1 =0,20; y;=0,41;y3= 0,63 y4= 0,86, ... ,ys= 188 y9= 216, yw 2,45

b) At = 0,2: y“ = y,.] + %0,2-[(++ -1) 0,2 +2 + n 0,2 + 2]—- y„.l + 0,0441 + 0,38; yo-— o;

5O,2-— l 3 ys ist der gesuchte Flächeninhaltswert;
y1= 0,42, y12= 0,88;y3=1,38;.y4=1,92; y5=2,5

At = 0,1; y,.— y„-‚ + 510,1-[(n -1) 0,1 +2 + 11 0,1 + 2]— y„-l + 0,01n + 0,195; yo = 0;

100,1 = 1 => y5 ist der gesuchte Flächeninhaltswert;

Y1 = 0,205; Y2 = 0,42; Y3 = 0,645; Y4 = 0,88; , Ya- 1 92; Y9= 22;05 Y10"— 2,5



2.26

2.27

2.28

2.29

2 Diskrete Systeme

Salzmassen y“ in g: a) y1 = 2; y; = 3; y3 = 3,5

b) Ausgangssituation: 1 Liter reines Wasser, yo = 0

In jedem Zeitschritt werden zur vorhandenen Salzlösung von einem Liter noch 4 g Salz

hinzugefiigt, 1 Liter reines Wasser beigemischt und dann die Hälfte der neuen Lösung

abgegossen; y" ist der in der Restlösung verbliebene Salzgehalt:

Yn = V2 (Yn-l + 4) = l/2'yn-1 + 2; Yo = 0
0) Lösung: y“ = 4-[1 — (%)"] —> 4, d.h. der Salzgehalt konvergiert gegen 4 g

Von allen auftretenden physikalischen Größen sind nur die Zahlenwerte inden zugehörigen SI-

Einheiten angegeben.

u“ = (l-k)-u‚„ + k-U, uo = 0; k = AU(RC) = MJ] = At; U = 100
At = 0,1: n,. = 0,9‘11„-] + 10, ua = 0;

Lösung: y" = (no —%) . a" +% mit a = 0,9 und b = 10 : u“ = 100(1— 0,9");

t = n-At = RC = 1 bedeutet n = 10:u10 = 65,13

At = 0,001: 11“ = 0,999-um + 0,1, uo = 0;

Lösung: y,. = (ua —£3—)-a" +% mit a = 0,999 und b = 0,1 =>

u" = 100-(1 — 0,999"); t = n-At = RC = 1 bedeutet n = 1000: U1000 = 63,23.
Zeitkontinuierliche Lösung (siehe „Ing. Mathematik 4“, Seite 145, dort U = 5 V und RC = 0,5):

u(t) = 00-45“); damit. u(1) = 100-(1-e"”) = 63,21.

Von den auftretenden physikalischen Größen sind nur die Zahlenwerte in den zugehörigen SI—

Einheiten angegeben.

v“ = v„-. + g-At = v„-1 + 0,1-g, vo = 0;

Lösung von y„ = a°yn-1 + b, wenn a = l: y“ = yo + b-n; somit: v" = 0 + 0,1-g-n ;

mit n-At = 0,1—n = 4 folgt n = 40; V40 = 0,1-g—40 = 4-g. Dieser Wert ist unabhängig von der Größe

der Zeitschritte At. Dies stimmt mit der genauen Formel v = gct überein!

Von den auftretenden physikalischen Größen sind nur
die Zahlenwerte in den zugehörigen SI-Einheiten

angegeben.

v“ = v„-‚ + (g — k/mv„f)-At =

= v„-1 + (10 — 5/9—v„-f)At, vo = O; nichtlineare

Differenzengleichung.

 

 
 
 
  
 
 
 

At = 0,01: n-At = 0,5 => n = 50; 7 E 00400

V" = "n-1 + “° “ 5/9'Vn-12)‘05015 V0 = O? 51 49 34513 “04790" "|"
V50 = 3,5269 % 3,53 (in rn/S) 52 49 94949 0f4'979 „

At= 0,001: n-At= 0,5 :> 11 = 500; 55 59 3525994979. .» :
vn = Vn-l + (10 — 5/9-Vn-12)°0‚001‚ Vo= 0; 501 499 , "9,5041 1 ‘!
v500 = 3,5104 = 3,51 (in m/s) 592 499 g 35072 „„ !

509 500 3,5104 ‚;   
Zeitkontinuierliche Lösung (siehe „Ing. Mathematik 4“, Aufgabe 4.17, Seite 137):

-t . , .
v(t)=v_„‚-tanh5—S m1t vs= ng.



3 Grenzwert einer Funktion - Stetigkeit
 

3 Grenzwert einer Funktion - Stetigkeit

3.1

3.2

 

 

a)lirrg(2x+l)=2-lirrgx+lirrgl=2-2+1=5 b)lirr31xz= lingx-lingx=3ß=9

_ ün1(2—4x) lün 2—4-lün x _ __
C) lim2 4x=x—>—l. =x—)—l x—>—l =2 4(1)=_6

x—>-I )( xl—lin—lx _] —1

. x . x . 1 .d>£:f%(rl)-15%5-15f31-5-193x-1-0-1-4
. x 2 . x . 2 l . 2 l 2 5

°)l‘i‘ä(57)‘!.‘i‘ä5'l‘i‘är5'i‘i‘äk—lmgx'5'3‘3'z
2 lün(l—4x2) 3

1—4X _x—>O _1_4'0_ ' _ 3_' _ ' —-— 3:

353 x+l ' lirn()(x+l) ' 0+1 “1 g) xl£>n—12(l " )'„linfz-l (‚.llfnzx) “1 (2) 27

2 mn2 2

h)lim(—x+x2——)=lim(—x)+lime—__""'_=_ 2—_=—1
x—)l x+l x—>l x—>l llml(x+l) H]

a) Definitionslücke: xo = 0 (Nenner ist null); lim l = —oo ; lim % = oo ; xo = 0 ist daher Polstelle
x-) 0— x x—> 0+

b) Definitionslücke: xo = 0 (Nenner ist null); x # O: % = 1 ; lirrgä = lin(1) 1 = 1 ; Funktionsgraph

besitzt Lücke an der Stelle xo = 0

x2—4__(x—2(x+2)

x—2 _ x—2

11_}ng (x + 2) = 2 + 2 = 4 ; Funktionsgraph besitzt Lücke an der Stelle xo = 2

 c) Definitionslücke: xo = 2 (Nenner ist null); x # 2: = x + 2 ,

x3—x2 _ x2-(x—l) _ 2

x—l x—l ’

lirri x2 = 1-1 = 1 ; Funktionsgraph besitzt Lücke an der Stelle xo = ]

 d) Definitionslücke: xo = 1 (Nenner ist null); x # 1:

1o- 2..

 

 

 

     

y
y y 6 .. y 6 "

5...

‘. > 4 4

— 0 :1 2
X } 2 *_

—2 —1 no 1 2
)( &—Lo—n

_1o- _1_[ I° '2 ;‚x 0-1 |o 1 2 X3

zu a) zu b) zu c) zu d)

e) Definitionslücke: xo = O; lin; % = +00 ; 1irg1 3; = —oo ; xo = 0 ist Polstelle

f) Definitionslücke: xo = l; . x2 +2x—3 . _
(x2+2x-3);(x-1)=x+3 £‘E%T=llinl(“3)=”3=4’
JLLÄ___ Funktionsgraph besitzt Lücke an der Stelle xo = 1

3x-3
_3xT3

0 0

g) Definitionslücke: xo = 3; _ x _x —6x ‚ 2 _ _
(X3-X2-6X) : (X- 3): X2+2X )l(l_l;fä—x_3—=ll_f>rg(x +ZX)=3'3+2'3—15 ,

.’5_33—_33‘_2 Funktionsgraph besitzt Lücke an der Stelle xo = 3
2x2-6x

0 0
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3 Grenzwert einer Funktion — Stetigkeit

 

      

h) Definitionslücke: xo = ]; x3—x2+2x 2 2
—= x + 2 +— ;

(x’-xz+2x)z(x-l)= x2+2 x—l "“1

:’fii?‘?_ lim (x2 +2+i) : —oo ; lim (x2 +2+i) = +00
+2X x—>l— x—l x—>l+ x—l

‚ 2x _-„ 2 xo = 1 ist Polstelle

0 2

, 20--y 10 y y go

6" 151

_ . ____ 4“ 100 10

—2 —1 10 1 x 2 /2

_5_‚ 5“ —+—o—o—-4
—2 -1 0 1 2 3 4 5

: : , , X

_10J. 0 2 4 X 0 2 4 X _10

zu e) zu 0 zu g) zu h)

2

i) Definitionslücke: xo=0;x=0: XT_ZX=£(Z;2)=x—2, [ing (x—2)=0—2=—2;

Funktionsgraph besitzt Lücke an der Stelle xo = 0

(2+x)2—4 _ x-(x+4)
X _ )(

 j) Definitionslücke: xo = 0; x = O: = x + 4 , ling (x +4) = 0+4 = 4;

Funktionsgraph besitzt Lücke an der Stelle xo = 0
3 2

k) Definitionslücke: x2 - 2x + 1 = 0 :> X.; = l; x = ]: 1—;x—2—Ll+l = x +1 (Polynomdivision),
x — x+

1im|(x +1) = H] = 2; Funktionsgraph besitzt Lücke an der Stelle x = 1

3 2

1)Definitionslücke:x2 - 2x + 1 = O : X]; = l; x = l:M= x + 3 +i (Pol. div.)
x —2x+l X—l

  lim(x+l— )=oo; lim(xz+2— 2)=omx=listPolstelle
x—>l— x—>l+ ()(—])<x—l)2

Yy
4.. 20"

5«-

2..

11 o a a / ‚ ‚
| " -1 la 1 2x _20._

zuD zu R) zu ])

 

      

 

 

 

 

  

y = : , xl = -l: Polstelle;

” ‚___. x° |?‘l Spmng5tene’ b) X2 = 1: Stelle mit
lim — = —1 ; Lücke im Graphen;
x—>O— |X| ]“ )( _w

. ‚Li , x _-2 10 2 x }gg;=+l 13 ;2 3‚ 0 = “"-1-IXI
l— x

——.1- \ x—>-l+ ] _le _ +®

\ 4 . l-x
hn1 _! 
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3 Grenzwert einer Funktion - Stetigkeit 

3.3

3.4

 

 

 

  

 

 

0) Y4..

‚.. /

is 32 i1 ': xä
_2-.

_4..

1«-
e) y

0.5--

—3 -2 —1 1 2x3

41.5

y

9) 1‘\

0.5--

—'3 i2 —°1 o 5 3
x

i) "

.5-.

[ xl

V3 0 US

-o.s

 

a)limx2
x—)l x—

 c) 11m ‚(22

d) Polynomdivision: (x2-x - 6):(x - 3) = x+2; lim—=

6)

x—>2 2x -8

. x+

11m 2
x—> 3+ )( _x_6

_l=lim
x—>l

 

 

(x—l)(x+l)

x—l

xo = ]: Sprungstelle;

 lim "'"‘"| = -1
x—>l— x—l

lim@= +1
x—>l+ x—l

xo = 0: Stelle mit

Lücke im Graphen;

_L
lime "2 = 0
x—>O

xo = O: Sprungstelle;

 

 

lir1)1 =0,

1+2-;

lim 1 1 =]
x—>O+ __

1+2 "

xo = 0: Stelle mit

 

Lücke im Graphen;

lim ““ " —1
x—+O x _

xo = l: Sprungstelle;

lim arctan——l— =£;
x-*'- l—x 2

lim arcan = —£
x—>l+ l_x 2

= lirrl1(x +1) = 2

x—2 _ 1

=)l(1_13 2-(x—2)(x+2) ' 8

_ lim _"_+2__ _
' x_‚3+ (x—3)(x+2) _

t) limx
x—>l— )( _]

d)

-3

2
 

-2-1

 

*
‘
<

 

 
;;

\

x++1

=xl—>I (x—l)(x+l)

 

xo = O: Sprungstelle;

lim e“ = 0 ;
x—>O—

l
lim e" = oo
x->O+

xo = 0: Stelle mit

 

Lücke im Graphen;

lim " ‚ = 0
x—>O _

l+ex

xo = O: Sprungstelle;

 

 

xo = O: Polstelle;

. cos x _
hm = —00 ,
x—>O— x

 

 . 003 )(

11m
x—>0+ )(

xo = O: “Oszillations-

stelle”;

hier gibt es keinen

‚( 2 Grenzwert!

b)!ci—rbrllx;(3—x2 =!(l—r)rllx2-_-l—(x ]) =!ci—Hx—2: ]

x2—x—6 m—(x3)(x+2) =lim(x+2)=5
X——13 x—r>n3 X——3 x—>3

]
=lim— = —00

x—>l- X—l
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3 Grenzwert einer Funktion — Stetigkeit
 

  

 

11+1)2 . (11+1)2 _ . x+l _
“ g)1111110‘_21-3L‘11m-3131171'“

)(3 +1 . x2 +x+l

h) 113.n11_x‚(2_1„_.1_(x+1)-(x—1) ' „_.1_ x—l _ _°°
3

i) Polynomdivision (x3 + 8) : (x+2) = 112 -2x + 4; lim’;++8 = 111112(112 - 2x + 4) = 12

j) Polynomdivision (x2 -7x + 12) : (4 - x) = 3 - x; 11m3+fi55= ‚(11513th = —00

k) 11111_ =1im./'= 0 1) limifi = 11m(1/; + 2)= 2
x—> J; x—ä0

 m)lim7x_x—_l=limMi/ig=lirri(x/;+l)=2 n)limsin2x=lim—2—£_xécgsfi=lim2cosx=2
x—>l x-] x—+l J_—l x—> x—>0 sinx x—>O smx x—>0

  

  

   

   

_ 2x

0) limtan x=lim—x=l p) liml———°°szx =lim2 '°'_mx =lim2sinx= 0
x—>OSiIIX x—>OSiIIXCOSX x—>O sinx x—>O smx x—>0

3.5 a)lir21_J3—x=0 b)lng1——=c° c)linglnx=—w d)lir;1tanx=—w
x—>E+

e) limtanx= +oo 011111 1+—1— =oo g)lirn(_ +L)=oo h)1im(i+i)=oo
x—>£-— x->l+ -] x—->O x2 x—>O x3 x4

2

3.6 a) 11 b) y c) y
19— ._3 ; <>

-2 10 2x —°z 0 Ex 13 12 i1 0=1 °2x3

—-—1-9 _1 .. _1 ..

xlirgsgn(x) = “1; lirg1 sgn(x2) :] ; linol sgn(x —l)2 = l ; lin; sgn(x —1)2 =1

xlggsgn(x) = +1 xl_i.räl+ sgn(xz) :] xling+ sgn(x —1)2 = 1 ; xlirrll+ sgn(x —1)2 = 1

3.7 a) Unstetigkeitsstelle: 0 b) Unstetigkeitsstellen: -l, 1

3.8 a) Unstet.stellenz ..., -2T, -T, O, T, 2T, sowie , T/3 - 2T, T/3 - T, T/3, T/3 + T, T/3 + 2T,
lif£l y(t) = O; tlin()1 y(t) = ]
t—> — —> +

b) Unstetigkeitsstellen: ..., -2T‚ -T‚ O, T, 2T, ; tlitä1 y(t) = ]; tlir1)1_y(t)= 0

3.9 a) lim_Q(x)=F-%:1Lp.%; lim Q(x)=_F‚%;

die beiden einseitigen Grenzwerte sind an der Stelle

xo = a ungleich, weshalb die Funktion Q(x) dort unstetig 500

ist.

b) Q(X) = {
 

750N fiir x50,5m 0 3 &

—250N fiir x>0,5m _500j
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3 Grenzwert einer Funktion - Stetigkeit

3.10 Stetigkeit heißt, dass der Grenzwert gleich dem Funktionswert ist:

a)lirrg(2x+l)=2-2+I=S

e)lim(i-%)=l f)|im
x—>3 3

. x _0_ __

d>l'£ß(5")'5 " ‘
. 3_

g>„'i“i““” “27 +1

3 b)

4

-37-1J012 3
X

-1

Unstetig bei xo = ];

linl1_ y(x) = 2; lir9 y(x) =]

 

  
;.2 o :2 „

Unstetig bei xo = O;

lim y(x) = I ; ling y(x) = 3
x—> +x—>0-

d) 2" e) y2 "

14. 1.-

 

—2—1012„3'—i —2 -17Wo 1 „3

_1- _1..

_2 .L _2 ..  
Unstetig bei xo = 1t/2 = 1,57; Stetige Funktion

lim y(x) = 1 ; lim y(x) = 0
x—nr/2— x—n/2+

9) y h) y 5..
1.

 

  

 

 

 

.5«— )(

l2 o 3 x _ _
Stetige Funktion Stet1ge Füllkthn

]) ‚” k) y

1 ‘3 —O 1 4. 0——

'—'——+—<b—o——o—1-3 —2 -1 10 1 2 3 . . ‚
x —2 0 2 x

_1 ..

O-1-—o
_2 ..   

Unstetig bei xo = O;

lirgl_ y(X) = ling y(X) =
Unstetig bei -1 und l;

= 535 y(X)= 1 Iirr|1 y(x)=—l; lin|1 y(x)=l

b)lim )(2 =3-3=9 c) lim —
x—>3 x->—l x

1-4x2
3 x—>O x+l

 

h)lin1(—x+xz—xi)=—l+lz—

lir_nl_ y(x) = 1 ; lim| y(x) = —l

 
Unstetig bei xo = ];

lirrll_ y(x) = 3; linl1 y(x) = 2

 

 

2--

f) y

1... &—-

i3 l2 i1 Wo '1 "2 3
x

——_1—

_2--

Unstetig bei xo = ];

linll_ y(x) = —l ; lirt|1+ y(x) =1

  

  
Unstetig bei ];
linl1_ y(x) = —l ; line y(x) = ]
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3 Grenzwert einer Funktion — Stetigkeit

3.12 Linksseitiger und rechtsseitiger Grenzwert müssen gleich sein (und zwar gleich dem

Funktionswert):

a)x=l: l+c=-l =>c=-2 b)x=0z2-O+c=e'°=c=l c)x=2:23+c=22+1=>c=-3

3.13 Unstetig an allen Stellen gleich einer ganzen Zahl außer null;
Sei xo eine negative ganze Zahl, etwa -2 : lirrg int(x) = -2; H1}; int(x) = -2+1 = -1; analog bei allen

negativen ganzen Zahlen.

Sei nun xo eine positive ganze Zahl, etwa 2 : lirg1 int(x) = 2 - 1 = 1; 111121 int(x) = 2; analog bei allen

positiven ganzen Zahlen.

  

   

  

   
 

 

 

3 3 V3.14 &) y b) y C) y1 d) 1

2 2

1 1 : : : : : : : : : : : :
-3-2—110123-3—2-10123

. . . 1 . . X )(

-3-2—1o'1'2x'3 l3i2—'1r'1'2'3 [ \
x —1-- —1

-1 -1

stetige Funktion unstetig bei xo = 0 stetige Funktion unstetig bei xo = 0

3.15 1 b) ) y

1-- 0—0
1-- o— 1..

: . . :: : '_'_'__9—‘—' ; 4 : : : .
-3-2-1|012 3 -3 -2-1 012,3 —2 —1 01 2 3x4

_1 .. _1 ?L- _1 ..

unstetig bei xo = ] unstetig bei xo = 1 und xl = 2 stetige Funktion

. l . l 2
3.16 a) l1m—-O b)11mw—2—O c)1lirtn7= 0 d)lxl_1’11r103_32_2x =O e)xl_1’rtnwm—O

. l_l _l . x_-1-l= . (x+2)—l= . __ _

t)xl-ior:ll:‘lcvax+1)( = xl—bim°°)1((1+—)= 1 g) xl—I>IEO(2 X)_ 2 h) xl—lbrinuo X+2 xl—lrrzgo x+2 xäiuo(l X+-ll-_2) 1

x 2+1 _(x2+l)/x3 =13;1/x+1/x lim(1 l)_
i)x— _ +'—3 _ ()

X3/X3 xl—>:l:oo X )(

6x2 -3 _ (6x21-3)/x2 _ 6-3/x3 _ li 6-3/x3 _ 6—0 _
  

2x2+x—1 (2x2+x—1)/x2 2+1/x-1/x2’ Hi» 2+1/x_1/x2 “2+o—o

k x2-1 _(x22-1)/x _ 1-1/x2 _ lim 1-1/x2

2x+l _2(2x+1)/x 2/x+l/x2 , ""*°°2/x+l/xz

3x3 —x2+l _ (3x3 —x23+1)/x _ 3—l/x+l/x _ im3—1/x+1/11‘°'_3-0+0 _

x3+x-4 _ (x3+x—4)/x3 1+1/x2 —4/x3’ x-l'*°°13+1/x2 -4/x3 =1+0-0_

  = oo (Zähler geht gegen ], Nenner geht gegen 0)
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3 Grenzwert einer Funktion - Stetigkeit

3.17 Da auch die Asymptoten gefragt sind, wird die Polynomdivision angewandt:
2

a) y=—x_—l=xzz(x—l)=x+l+ä => Asymptoten:x=l;y=x+l;

b) y=2x_—_32x_l= (2x2 —3x—l):(x—2)=x—l—ä =>Asymptoten: x=2;y=2x+l

c) y=x32"+1 =(3x3):(x2+1)=3

d) y= 2x13_);+1=(2x3 —x+l):(l—xz)=—2x—L =>Asymptotenzx= l;x=-l;y=-2x;
_x _

                

 

x2—2 1e) y—2_(x_2)—(xz-)(2x4)=—x+1+— =>Asymptoten: x= 2; y- 5x+l;

2

° y=x_äfl=(xz)=(xz-l)=l+fi'fi J}. L=>Asymptotenzx=l;x=-l;y=l; ____

hier fiihrt die Polynomdivision auf „1 + 00 - oo“; daraus ist der ‚ ‚ ; %

 

 

   
Grenzwert nicht erkennbar. Daher wird durch die höchste '4 “2 : 2 x 4
vorkommende Potenz von x dividiert: '

x2 x2/x2 _ l/x2 _ . l/x2 __O__O
 

 

x2—l= x2/x2 —l/x 1-1/x“x—I>IP«=>1-1/x2 1—0—

g) y= 2x;—x =(2x3 —x):(xz)=2x—-)lz : Asymptoten: x=0; y= 2x; 

  h) y=4"32";2 =(4x3_x2);(x2+1)= 4x_ 1+1'21"l=1°1:symptote y= 4x-l
x +

  

  

 

  

 

3.18 a)limlgl= lim(lgl—lgx)=—c°, dalgl = O b)]1mlnf—hm(m)=
X—’O x x—)®

2

c)1im‘“" =11 " =lim2=2 d)lim'_gl°"=-mli '_g_.g__l°+'g"= lim(3|—'—+ 1:1)
x—>oo x x—>uo )( x—>ao x—no gx x—>uo lxg

‚/x2 2 —+1
e)]im— =lim ill=lim 1+L2=1 t)1im3+ =lim 2" =M=1

x—m x x—m x H°° x x—>°° 1+2" H°° L+1 0“
2x

g)11m x+s:——n—x= lim(l+su;x)=l+0=l‚ da -1 <sinx.<. 1 und deswegen lim—x—X=O

l+Sil)£

h)limEfi‘l = lim " = lim£—=l, da wieder lim—Si“ :D und lim °°sx =0
x—>ao x+cosx x—>oo 1_|_COSX x—>ool+ 0 x—>oo x

X

e"‘ . 1—e'2" . 1—0 . _2„
i)limtanhx=limex =11m—7=11m—=1‚da 11me =O

x-+oo ex +e—X x—wo 1+e )( x—>oo l+ x—+oo

j) 11m%=50, da )l(irr1ße'°"""°’ =O

t->°1=1+e



3 Grenzwert einer Funktion — Stetigkeit
 

3.19

3.20

3.21

3.22

3.23

3.24

3.25

 

 

a) limx =+oo
x—>2+ 2x—4

b) 11m"'l = —00
x—>2— 2x—

x2 2
_ . 1—1

c) limx ‘ = 11m%=
x—>+oo 2x—4 x—->+ao 2/x_4/x

. 1—1 2
d) limx 1— 1 #2=

x—>—°° 2X—4_ x—>+ob 2/x—4/x

 

 

 

 

 

  

  
3

x +1 X2 +—l— =+OO : :
x—>+oo x x—>+ob )( “2 0 2 x

. 3 1 L
l ; _5

 l1m(47r 80 r(r+x))= 47t-°°80 r- limr—XÄ=471:- 30- r- lim(x+l)=47r.so.r

a) w„ =11m(G.M.m.(l—L))=G.M.m(_—1im_)=GMrn--—=6,25 107 J
h—>oo r r+h r —mr+h

b) Fluchtgeschwindigkeit v =J% = 40250 km/h

t l

' lim [3,00A [] — e 7'5 ]] = 3,00A-[1—1ime 7'5 ] = 3,00 A -(l — O) = 3,00 A als “Endwert”;
t—->co t—NO

t = 31: i = 2,85 A = 95% des Endwertes; i = 51:: i = 0,99 A = 99,3% des Endwertes

_£ _1

11m[550.[1—0,8.e r]]=550.[1-0,811me r]=55„-0,&0=55„

27rr2 -x  lim = 27rr2 -lim—£— = 27tr2 -lim = 27rr2 = 2,5108 km2, Halbkugelfläche
x—>co r+x x—no r+x x—>oo _ +1

)(
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4 Differentialrechnung 

4 Differentialrechnung

4.1

4.2

 

 

i A -2-l -2 iA
a)k= l1mfi= lim 2(x0+ x) [2x0 ]= lim£=l;

Ax—>O Ax Ax—>0 AX AX“*° AX 2

Tangente: y= kx+d=—x+d; P(2/-1) =d= _;2 y=%ox—2

2 _ 2
b)k=lim£= lim (xo+Ax) +2 [x0+2]= lim=A_x(2&ix) lim„(2x +Ax)= 2x0=4;

Ax—>O Ax Ax—>0 Ax Alx—>O AX

Tangente: y = k°x + d = 4x + d; P(2/6) => d—— -2; y= 4x— 2

 
2 _ 2

C) k—_ limo_Ay : im 0,5(X0 +AX) +1 l0’5x0 +1] : lim AX(XO +0,5AX) :

‘*°AX Ax—>O Ax 11er AK

= li"%‘"° *°’5'Ax'xo) = x0 =]; Tangente= y = 1-x + d; P(1/1‚5)=> d = 0,5; y = x + 0,5

 
3 _ 3 2 2

(1) k-_ lim &: lim (x0 +Ax) x0 : lim Ax(3x„ +3onx+(Ax) )

Ax—>O Ax Ax—>0 Ax Ax—+O Ax

= Ämo(3xä +3x„Ax +(Ax)2)= 3xä = 3 ; Tangente: y = 3x + d; P(l/l) => d = -2; y = 3x — 2

= Alir_?0(3xä + 3x„Ax + (AX)2 ):

3 _ _ 3 _ 2 2

e) k__ „m_Ay _ „m 2(xo +Ax) 1 le0 1]: „m 2Ax(3x0 +3onx+(Ax) ):,
Ax—->0 Ax Ax—>O Ax Ax—>O Ax

=ämo2—(3xo+3onx+(Ax)z)=6xä =6; Tangente:y=6x+d;P(-ll-3) :> d=3;y=6x+3

  

  
2— — 2— o . _0 k_ lim_Ay_ im 2(xo+Ax) 4(xo+Ax)+l [2x0 4x0+1]= lim 2 Ax (2xo+Ax 2)=

Ax—>0Ax Ax—>O Ax Ax—>O Ax

=Alim02-(2xo+Ax—2)=4xo—4=-4; y=-4x+d;P(O/l) => d= l: =-4x+l

 „) k- „m A_= „m ((X+AX)+2) —(x+2)2_ im Ax(Ax+2x+4)_
Ax—>O Ax Ax—>0 Ax _Ax—>O Ax

2x + 4= 0 :> X— -2; P(-2/0); Tangente: y = 0

l=imo(Ax+2x+4)=—2x+4;

2 2 _ _ 2 _b) k_ „ma: lim ( (x+Ax) +2.(x+Ax)-4)—(—x +2x-4)= „m —2x Ax Ax +2 Ax=
Ax—>O Ax Ax—>O Ax Ax—>O Ax

=Al’1mo(—2x—Ax+‘2) =-2x +2=0 => x= l; P(l/-3); Tangente:y=-3

  

c) k :Emo (2°(x + Ax)3 +(x + A2)2 —l)—(2x3 + x2 —1)

" X

= 6x2 + 2x = x(6x + 2) = 0 :> x. = 0, X2 = -1/3 = -0,333 (Produkt-Null-Satz);

P(-O,333/-0,963), Tangente tl: y = -O,963; P2(0/-1), Tangente tz: y = —1

 =Äimg(6x2 +6x-Ax+2»Ax2 +2x+Ax) =
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4 Differentialrechnung

4.3 3) f(x) = (x-2)2, k= 2:
2

k=limA—= m(x+Ax 2)2 ——(x 2)— lim AX'(2X—+Ax_fl=lim()(2x+Ax—4)=2x-4=Z
Ax—>O Ax Alx—>O Ax _Ax—>0 AX

=>x=23;f(3)=1; P(3/1);Tangentezy=2x+d;1=23+d=>d=-5;y=2x- 5

b)f(x)= x2 -x,k= 3.

 

k=Aliil—?oä;=lsliilllo—-2[(x+Ax) —(x+Ax)— (x2 —x)]= Iimo-Xlx—--Ax (2x+Ax—l)=

=Al‚imo(2x+Ax_l) =2x -1 = 3 : x=2; f(2)=2; P(2/2);

Tangentezy=3x+d;2=3-Z+d => d=—4; y=3x—4

4.4

 

 

 

  

  

 

b) 4

i2 11 o '1 5 3 ‘4 : :

i '2 |0 2
_1

.

Spitze an X0: 1, keine Sp1tze an den Stellen xl = _J_

Tangente sowie X2— [, dort keine Tangente unstetig an der Stelle xo =1‚
dort keine Tan ente

f) 4--
2..

1-.

izi1o'1äaa =äoäaaa41 ? _, __ 
Spitze an x0 = 1’ keine Spitze an den Stellen xl = 1 sowie Spitze an xo = 1, keine

 

 

   

  

  

  

Tangente x; = 2, dort keine Tangente Tangente

4.5 a)y' =3x2 ;y' (1,5)=6‚75; b)y’=8x’ ;y'(1,5)=136‚7 c) y' =+2 ; y' (1,5):0,254
3-3/x

2 1 1 3
d '=——;-0,593 '=——=— ;-0,272 '=——; 0,593)y X3 e))’ 2ij 2-x«/£ fly X4

]

8)Y'=6x5;45‚56 h)y'=% x2 = 335; 1,837

3 3 1
_x-5_5 )( =5-x-J;‚ . ‚=3 -;= 2 _

i)y‘= — 2 2 , 4,593 3)y 3 )( 3-W , 0,582

3 1
1 _ 1 1 2 “ 2

k 2=— -— ;-0‚272 l '=— 3= ;0,582
)y 2 x3 2-x-«R )y 3 x 335

3__ 3 — 1
m '———x2=— ,—0,544 n '-——x -— ,-0,272)y 2 x, x )y 2 2_x\/—

s 7
1 = l 4 — 4

o) '=——-x°= ‚0,119 p)y'=—— x 3=— ,-0,518
y 6 6 xs

3 3x2 x

4.6 a) y‘=2x‚y‘(l)=2;tana=2 => 01=63,4°
1

b ’=—; ‘ 2 =0,210;tan01=0,210 => 01=11,9°)y 3_,/x—2 y()

c)y‘=e”;y‘(0)=l; tana=l => 01=45°
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4 Differentialrechnung

4.7

4.8

(1) y‘ = 2"-1n2; y‘(0) = 0,693; 01 = 34‚7° e) y' =% ; y‘(l) = l; 01 = 45°

    

 

12 ;y‘(0)=l;a=45° g)y‘=—sinx; Y'(%)='l; a=—45°
)(

' 1 ‘ _ _ ° . ‘_ . ‘ _ . _ °

h) y = f—1-x2 ;y(0)—l;a—4s 1)y —coshx,y(l)—I‚S43,a—S7‚l

1
b '=—‚_

=tan(—30°):>x=0‚909 d)y‘=e"=tan45° =>x=0

a)y’ =2x= tan30°= 0577 2x 0,289 =tan25°=0‚466=>x=0‚604

, 1c) =_—
y 2773

e)y'= ‘, =ta.n60°=>x=i0‚708+k-n,kganzeZahl
COS )(

Dy‘ =sinhx=tan45°=>x =0‚881

a) x—Koordinate(n) der Schnittpunkte von y = fi(x) = x2 und y = f2(x) = «E : x2 = «/£ , daraus

nach Quadrieren x4 = x oder x — x = 0;

Herausheben: x-(x3 — l) = O; Produkt—Null—Satz: x = 0 sowie x3 — 1 = 0; Lösungen: xl = 0

sowie xz = ]; Beschränkung auf die positive Lösung x; = ].

f1‘(X)=ZX; f1‘(1)=2=tana; fz‘(X)=#fz‘(l)=_% =tan ß;

=3=>q>= 36,9°

 

1
tana—tanß_ _

l+tana-tanß „2.2'2
 tan<p=tan(a—ß)=

b) Wie Beispiel 4.5, Seite 101 im Lehrbuch, aber mit vertauschten Bezeichnungen fiir fi(x) und

fz(X); % = J; ; Quadrieren und Umfonnen: x3 — 1 = 0; Lösung: X0 = 1; fi‘(x) = _;1_.
2 ’

f‚‘(l)=—l =tan 01° f‘(x)= L-ff(1)= l =tanß‘ tancp= 'l'% =-3 => (p* =-71 6°
’ 2 2«/1 ’ 2 ’ 1+(-1)% ’ '

Der Winkel wurde, weil negativ, mit (p* bezeichnet. Addiert man 180° zu (p*, so erhält man

cp = 108,4° als Schnittwinkel. Genau so gut könnte man den dazu supplementären Winkel

180° — 108,4° = 71,6° als Schnittwinkel nehmen.

c)x= —L—;Schnittstellexo=l; fi‘(x)=l=tanoc; f2‘(x)=——; f;(l)=—2tanß;
X

_ l—(—2)
' 1+1(-2)

180° —108‚4° = 71,6°
d) Rechnung irn Bogenmaß: sin x = cos x; Division durch cos x: tan x = 1; Lösung in 0 < x < 11: ,

xo = 0,785 = 7t/4; fi‘(x) =cos x; f]‘(7I/4)= 0,707= tan 01; f2‘(x)—— —sin x;

f2‘(1t/4) = - 0,707 = tan ß; tan<p =‚%ä‘Z‚—fä‚%-= 2,828 => (p= 70,5°.

e) Rechnung im Bogenmaß: cos x— tanx— sin x/cos x; Multiplikation mit cos x: cos2 x= sin x
oder 1 — sin2x—= sin x; setzt man 11—— sin x, so erhält man eine quadratische Gleichung fiir 11:
u2 +u—1=0; u1= 0,618 u;= —1‚6;18
sin x= 0,618 => xo = 0,666 (sin x = —1‚61 8 ist nicht möglich, da ein Sinuswert zwischen —1

und 1 liegt).

f.‘(x) =sin x; f‚‘(xo) = 0,618 = tan 01; f2‘(x) = 12 ,
005 X

0 618—1 618 -1
tan =+=„—“ :> = 90°.

“’ l+0‚618-(—1,618) 0 “’

 

 =—3 => <p* = — 71 ‚6° Schnittwinkel (p= <p* + 180°= 108,4° oder supplementäx

       = 1,618 =tan ß;
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4 Differentialrechnung
 

4.9

4.10

4.11

4.12

4.13

4.14

4.15

4.16

4.17

a) f‘(x) = 3x2; f‘(l) = 3 = —1/k„ => kN = —% ; f(l) = ]; Berührpunkt Po(l/l);

=_l. . =_l. =i. =-l. &Normaley 3x+d,l 3l+d=>d 3‚y 3x+3

b)f‘(x)=e“;f‘(0)=l=—l/k„=>kN=—l;Po(O/l);_y=—x+d; 1=O+d =>d=l;y=—x+l

c)f‘(x)= ä;f‘(4)= 1/4=-1/k„ => kN=—4;Po(4/2);y=—4x+ 18

d) f‘(x) = %; f‘(l) = 1 ==1/1<N => k„ =—1;Po(l/O);y=—x + 1

e) f ‘(x) = cosh x; f ‘(1) = 1,543 = —1/1<N =— k„ = —0‚648; P.,(1/1‚175); y = —0,648-x + 1,823

 

 

 

 

  

 

 

f)f‘(x)= %;f‘(0)= =-1/k„ =» kN=—1;PO(O/O);y=—x
l+x

f‘(x)=—%=—% => xl=\/5 oder x;=—\/5
X

a)y’=3x2 b)y’=4x c)y=%'x;y’=%
d)y’=—2°X'Z=—i2 e)y=—°X' ;y’’=—% f)y=X'z;y’=——2=

x 3-2x x

__ 3 = . ' ’: ' : l/3o '— ]
g)y=Z'x_3;y_ ? h)y 9XZ‚Y 18X l)y X ,y—3-3x2

. = 3/2, ‚=3°3/; : 1/2, ‚=; _ 1/2 _
J)yx‚y 2 k)yx‚y 25 by 2x‚y7—

=L_ -1/2_ ‚=_ 1 =i.1/2, := 1 = 5/6 _ 5
m)y fix ‚y —2W5 n)y fix ‚y —2_/3—x m)y x ‚y 6_,/;

a)y=lnx—ln5; y'=£ b)y=lnl—ln(5x)=O—lnS—lnx;y'=—%

] l ' '—L :l. =l. :l. l. ' '=-l_c)y-—-lnx-—-lnx, y -2x d)y ln(2x) 2 (ln2+lnx) 2 ln2+21nx, y 2x

2 1
e)y= 2-l=gx—lg10 2—l—nx ]; y'= ln—lo x

a)y’=4x+2 b) y'=l__2 c)yc=4x3+8x+2 d)yf=_i3+iz

)( X X

‚___23_ _8_ l :l. l' ’ =l : _l° '=—Le)y— x4+x3‚+4 fly 2X+2‚y= 2 g)y l+x ‚y ‚(2
l l l . l l l

h —— ; = __ =_ x12/ . y='

”z'“z"‘ y 2.2 ‘” T"x ‘”T’y 247
a)y'=sinx+co b)y==tanx;y'= 12 c)y'= 1+ e"

2-cosx

c1 „ ‚_1 _ 3
d)y=—-zx— -"2,'y=—--(6x— 2 ln2) e)y-x fly= x+3 1an olnx;y=_l+x-lnlo

Anwendung dezr Produkte2gel:

‘: _. ‘: ‘: 3 2_ _ ‚= 1 —La)y 4x 5 b)y 8x+4 c)y 4x +3x 2x 1 d)y m;+4x 2

3
' l 3

= — ' '=— = + 2+ ; '=—+—- +1e)ylx‚yl Dyfixxy2_fiZ«/i

I=_ 2-_ 2_ _ = 2/3 3 _2. '= 2 _a)y 3a x 4a x+3a b) f(t) t + a+at ‚y m+23t

_1.-z 2.21..'__i.z.; ‚_ lic)f(x)—Ex +b x +2 &, f(x)- b_x,+2b x+4_J; d)f(h)_\/E+3_a_äfh_z+2

a)f'x)=2sx b)f’s)=x2 c)P(t)=l d)f(x)=s1
e) P(t) = t-x t) f'(t) = S°X g( P(x) = s2 +2s-x h) P(s) = 2s—x + x2
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4 Differentialrechnung
 

4.18

4.19

4.20

4.21

4.22

4.23

4.24

1 l 1 1
a ’=4x; '1=4 b '=——; '—3 =—— c '=—+2; '3 =—+2=2,289)y y() )y x2 y( ) 9 )y 2_/; y() 245

x

d) y' = %; y'(0) = % e) y' = —cosx; y'(%) = —0,707 f) y' = 1 + cos x; y'(— 2): 0,584

&) Yo= —13,5; y’=1‚5'x2; y’(—3) = 13,5 = k; y = k-x + d; yo = 13,5-(—3) + d : d = 27; y = 13,5-x+27

b)YO=—l;y’=2-x; y’(0)=0=k;y=k°x+d;yo=o+d = d=—l;y=—l

c) Yo=9;y’=2-(x—l); y’(—2)=—6=k;y=k.x+d;yo=—6x+d => d=—3;y=—6x—3
d) Yo = —2,121;y’ = 3008 x; y’(—1t/4) = 2,121 = k; y = k-x + d; d = —0,455; y = 2,121x — 0,455

e) Yo = —0‚460; y’ = 1 — sin x; y’(—l) = 1,841 = k; y = k-x + d; d = 1,382; y = 1,841-x + 1,382

1) yo = 9; y' = @) -ln% ; y’(—2) = —9‚888; y = —9,888-x + d; d = -10,775; y = —9,888-x - 10,775

a) y’ =4x= 0 => xo= 0;y(0)=1;Q(0/1)

b) y’ = 2x + 4 = 0,5 => xo = —1‚75; Q(—1,75/0,0625)

' — ___—l ._l_ = = 'c) y - 211110 x 1 : xo 0,217, Q(O‚217/—0,332)

d) y‘ = —2-e" = —2 oder e" = 1 :> xo = 0; Q(Ol—2)
e) y‘ = 2"-ln 2 = 1 oder 2" = l/ln 2 = 1,443; beidseitiges Logarithmieren: x-ln 2 = ln 1,443 =>

xo = 0,529; Q(O‚529/1,443)

_3‘_._3“_3=‚3*_2= . . _
f) y-(5) , y -(2) ln2 2, (2) _—ln3/2 4,933, berdse1t1ges Loganthm1eren.

xlnl,5 = ln4,933 :> xo = 3,936; Q(3,936/4‚933)

a) P(x) = cos x = 0,5 :> X. = 1,047 sowie x;= 21t — xl = 5,236; P(1‚047/0,866);

Q(5‚236/—0‚866)

b) f’(x) = —cos x = 0,9 => xl= 2,691 sowie x;= 21t — xl = 3,593; P(2‚691/—0,436);

Q(3,593/0‚436)

c)y’= 1 +cosx=0 => Xo=1t; P(1t/1t)

d)y’ =2—sinx= 1 odersinx= 1 => xo=1r/2; P(1t/2/1t)

a) y’ = —6x = tan 45° = 1 @ xo = —1/6 = —0‚167; P(—0,1667/0,0833)

b) y’ = 4x = tan 135° = —1 => xo = —0‚25; P(—0‚25/—2,875)

c) y’ = —2x — 6 = tan 120° = —1,732 => xo = —2‚134; P(—2,134/—0‚750)

d) y = 3"; y’ = 3"oln 3 = tan 60° = 1,732 oder 3" = 1,732/ln 3 = 1,577; beidseitiges
Logarithmieren: x-ln 3 = ln 1,577 => xo = 0,414; P(0,414/1,577)

e) y= lnx—ln 2; y’ = 1/x =tan45° =1 => xo= 1; P(l/—O,693)

t) y’ = —1 + e" = tan 60° = 1,732 oder e" = 2,732; beidseitiges Logarithmieren:

x-ln e = ln 2,732 => xo = 1,005; P(l,005/1,727)

k = tan 135° = —1;

a) y’ = 3x2 —8x + 4 = —1 => xl = 1;xz = 5/3 = 1,667; P(l/2), P2(1,667/1,185);

Tangente t.: d = 3; y = —x + 3; Tangente tz: d = 2,852; y = —x +2‚852

b) y’ = 6x2 — 8x = —1 :> xl = 0,140; x; = 1,194; P1(0,140/4,927); P2(1,194/2,702)

Tangente tl: d = 5,067; y = —x + 5,067; Tangente tz: d = 3,896; y = —x + 3,896

c) y’ = —0,75-x2 + 2x — 1 = —1 => xl = O; xz = 2,667; P1(0/—0,25); P2(2‚667/—0‚546)

Tangente tl: d = —0,25; y = — x — 0,25; Tangente tz: d = 2,120; = —x + 2,120

(1) y = 0,5“; y’ = 0,5“1n 0,5 = —1 oder 0,5".= —l/ln 0,5 = 1,443; beidseitiges Logarithmieren:
x-ln 0,5 = ln 1,443 = 0,367 => xo = —0‚529; Tangente t : d = 0,914; y = —x + 0,914

a)y’=4x+4=0 :> xo=—l;y(xo)=—3; Tangentetzy=—3
b)y’=2x—4 =0 => xo=—2;y(xo)=4; Tangentet:y=4
c) y’ =—3x2+6x—3 =0 => xo= 1 (nur eine Lösung); y(xo)=0; Tangente t: y=0(x—Achse)

d)y’=3xz—8x+4=0 => x1=2/3;x2=2;y(xl)=2‚185;Y(xz)=l;t13y=2‚185;t21y=1
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4 Differentialrechnung
 

4.25

4.26

4.27

4.28

4.29

4.30

a)y’—2x+4; P:y’(0)=4=tana; Q:y’(l)=2=tanß; tancp=ü%=ä— => (p=12,5°

b) y‘=3x2—8x+4: P:y’(0)=4=tana; sz’(l)=7=tanß; tancp=—liz_77= 239

=> (p* = —5,9°; (p = (p* + 180° = 174,1° bzw. als Supplementärwinkel 5,9°

 '_ l | . ’ = = | o ’ = = . _ 2_1/3 _ = °C) y -;‚ P.y (O) 2 tana, Q.y (1) 1/3 tanß, tan<p-l+2_l/3—l :> (p 45

'—l. x' ' ’ = = ' ° ’ = = ' =M:-d) y -2 e , P.y (0) 0,184 tana, Q.y (1) 3,695 tanß, tan<p 1+0,184-3,695 2,090

=> (pa: = —64,4°; („ = (p* + 180° = 115,6° bzw. als Supplementärwinkel 64,4°

 

 

y=ax2+bx+c I: O=9a+3b+c b=2—6ainlundlleinsetzen

y'=2ax+b II: 6=25a+5b+c usw.

III: 2=6a+b :a=1/2;b=—l;c=—3/2
y=x2/2—x—3/2

A(l/O)‚B(O/3) I: O=a+b+c c=3inlund III einsetzenusw.

y'(3)=—0‚5 II: 3=c :>y=0‚5 x2_3‚5x+3
y=ax2+bx +c III: —0.5=63+b

y'=2ax+b

y=ax3+bxz+cx+d I' O=d c=lundd=0inllundlll

y'=3axz+2bx+c II: 2=a+b+c+d emseizengsw. 2
y'(0)=tan45°=l III: 2=8a+4b+2c+d =>)" “" +2x “‘

IV: l=c

a) y'=1—(1+x2)+(2+x)—2x=1+4x+3x2

b) y'=3x2 °(x+x2 —2)+(1+x3)-(1+2x)=5x4 +4x3 —6x2 +2x+1

c) y' =(—2x'3 +1)—(x—x2 )+ (x'2 +x)-(l—2x)=—3x2 +2x—-}2—2

d)y’=ä(l+x2)-(3—-’3£)+G+1)-2x(3—ä)+(%+l)—(l+xZ)-(—%)=—äx3 +;x2 +%-x+ä-

°)Y'=2'(X—l)w/;+(x—l)z° ' =4x<x4>+(xz_2x+l)=5x2-6X+1  

  

24? 25 2-«R
1 2 l 3
‘ " 3 3 _ _ _f)y'=l-(Ä)3+(x_l).l„l_(fi) 3 =3‚—+(x—1). 2 2 =6x+()l( 13 2: 4x 1

2 3 2 ' ‘ ' ‘ 3-3\/2x223 6-x3 6o23-x3

a)y’=be"+x-e"=(x+l)-e" b)y'=2x-sinx+x2-cosx=x-(2—sinx+x-cosx)

2-tanx _ 2-sinx
2 3

c) y' = —sin2 x + cos2 x = cos(2x) d) y' = 2 . tanx . (1 + tanz x) = _
cos )( cos )(

  

e) y = cos2 x—sin2 x ; y' = 2ccosx°(—sinx)—2—sinx—cosx = —4csinx-cosx =—2-sin(2x)

X

0082 X

 f)y'=3x2ctanx+x3(l+tanzx)=xz(3-tanx+ ) g)y'=l-ln(xz)+—x?—2x=2+lnx2
X

h)y=(l+xz)-(lnx—ln2); y'=2x°(lnx—ln2)+(l+xz)-l=2x-ln%+l+x
x x

i)y=x—l—lnX° y'=—l—c(l+lnx) j) y’ = (£)x —lnl-sinx+[l)x -cosx=2'“-(cosx—ln 2osin x)
2 ’ 2 2 2 2

k) y’ = 2"-ln 2-e" + 2"—e" = (2e)"-(1 + In 2) l) y = % - )(2 -sinx; y' =ä-(2sinx + x -cos x)
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4.31

4.32

4.33

4.34

4.35

a) y’ =l-e" -sinx+x-e" -sinx+x-e" -cosx=e" -(sinx+x-sinx+x-cosx)

b) y' = cos3 x—2-sin2 x-cosx = cosx-(cos2 x—2sin2 x)= cosx-(l—3sin2 x)

 

  

   

   

  

 

  

  

 

  

 

  

  

  

 

c) y'=3sin2x-cosx d) y'=3-e”

a) y'(x)=b-(c—d-x)+(a+b-x)-(—d)=b-c—a-d—2b-d-x

b) %9=cost-(t+b)+(a+sint)-l=a+sint+(b+t)-cost

. df(h) 3 _ df(;) __L+c) w1eb) d) W=—(1+211)2 2— _(1+2h)2 e) =2(1+‘/;)'1_T2f+

df(u)_ 1 _ _3 __1 1 _ u _l_£- 2——3u2JE
f) du _2-JE (1 2)+(1+ ")( 2)=2JE 4J_ 2 2 : 4-—J_

, 2x2—x2+1-1 x2—1 x2+1 2_x —2x , 1- x—l—x+l -1 -2
a)y= (2 ): 2 b)y’_ _( ) c)y= ( )(2 ) = 2

x x (x2+1)2 (x22+1) l(x—l) (x—l)

x+

d)y‚_l.e" —x.ex _e"{l—x)_l—_x e)y'= 2.—J_ (x+l)J_1_2+.2—„/;_J_ l—x

e2" e2" e" (x+1)2 (x+1)2 =-2 ./i(x+1)2
1 ]

f)>’=fi= 1 g)y=;'XInx'.E—xf_—2lnx
(1- x)2 2-Ji-(1- x)2 x 2x./‘

'-,;“x(1122201 —2+ln2x
h)y,=2 2 = 2

x x

, —cosx , —sin2x—coszx coszx+sinzx —l 1
a)y=—2 my: -2 2 =-2+ 2

sm x sm x cos x sm x cos x

, 2x-cosx—2-sinx x-cosx—sinx , l—cosx—x-sinx
c) = 2 = 2 d) = 2

4x 2x (l—cosx)

, (cosx—sinx)-x—(sinx+cosx) (x—l)-cosx—(x+l)-sinx
e) y = 2 = 2

x x

f) , cosx- (sinx+cosx)—sinx (cosx—sinx)= 1 1

y= (sinx+cosx)2 1+2--sinx cosx =l+sin(2x)

g)y,=(cosx+sinx)-(sinx+cosx)—(sinx—cosx)-(cosx—sinx)= 2(sin2x+cos2 x) = 2

(sinx+cosx)2 sin2 x+2sinx-cosx+cos2 l+sin(2x)

, (cosx—sinx)-sinx-cosx—(sinx+cosx)(cos2 x—sin2 x) sin3 x—cos3 sinx cosx
h)y : . 2 = . 2 2 = 2 _ - 2

(smx-cosx) sm x-cos x cos x sm x

i)’y' : (cos2 x—sin2 x)-(sinx+cosx)—sin x-cosx-(cosx—sin x) = cos3 x—sin3 x : cos3 x—sin3 x

(sin x+cos x)2 (sin x+cos x)2 l+sin(2x)

dy a-(t—l)—a-t & dy_ 2a- t--2(t —l)—at -2t_ 23 t
a) _: 2 = 2 b) t2dt (t—l) (t—l) dt (t —l)2 (t2 —l)2

o o u — — o 2 — o 2— 2c) ä=2(a+l) t (t ])2 (a+l)t =(a+l)(t 22)t d) y=t a =t+l, d_y —1

dt (t—l) (t—l) t—a dt
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4 Difi'erentialrechnung
 

4.36

4.37

4.38

  (Jfi+33%)-e"-(h+2)-JH-e“ eh (3h+2-(h+2)JH)
 

 

  

 

 

 

 

  

       
 

a) g_ J“ _2—h—2h2_e_h
dh e2h e2h 2J'H

, (lnx+l)(x+l)—x-lnx l+x+lnx
b) y = 2 = 2

(x+l) (x+l)

C) y'=x_(lz+X)'ex+__liä'ex =ex_(_l_2_+fl+X)=e_z.(xz+x_l)

)( X x X X

d) g_—rz+2r+3_l_(l+r)2 _1__(—r2+2r+3)-r—(l+r)2-(1—r)_(3r—l)(r+l)

dr (l—r)2 r l—r r2 r2(l—r)2 r2(l—r)2

sinx-cosx+x .
—2—-smx—x-tanx-cosx . 2 . _ . 2

, cos x sm x-cosx+x-smx x-smx-cos x
e) y = . 2 = _ 2 2 :

sm x sm x-cos x

_ sin2 x-cosx+x-sinx(l—cos2 x) _ sinx-cosx+x-sin2 x _ cosx+x—sinx
sin2x-coszx sinx. cos2x cos2x

dy t sint-cost+t 2 tanx
f —=tant+ = =—=sin 2x -2cos 2x
) dt coszt cos2t g) y l+tan2 x ( ) y= ( )

. 2 .
h) y= sm2x =tan2x; y'= l2 -tanx+tanx 12 :2 taznx=2 31;1x

cos x cos x cos x cos x cos x
x

, l+x2 1 arctanx
& = =

) y x2 x-(l+x2) x2

 

 

—e arcsmx 2 ,
, 1_x2 1—1—x-arcsmx -„ l .

b) y= = =e -fi—arcsmx
—x

 

32x e"-\/l—x2
, 2xcoshx—2-sinhx x-coshx—sinhx

C) y: 2 = 2
4-x 2-x

d) y' =2'coshx-sinhx—2-sinhx-coshx =0

  

  

  

 

1 _ -./?— +JE —2a. _(—;.)<a+f>—<—f>-..—.=—a__ 53
dt (a+«/?)2 (a+J?)2 (a+f)2= fl- (a+f)2

]

„ df(t) "za'fi_ a
) :

dt (a+«/?)2 Ji(a+fj

c) f‚(s)=(2a+2s)(e)—(2a s+s2-) e =2a+2s+2a-e‘+2s-e°‘—2a's-es—sz-es :

(l+e")2 (l+e‘)2

=2a+2s+e“-(2a+2-s—2a-s—f)

(l+e")2

d) -qä(tt—)=—-ä-(2-sintcost)=—äsin(2t)
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4 Difl‘erentialrechnung
 

4.39

4.40

4.41

df(h)=[%'(1-h2)+(1+2) (—2h)]-(a-h+1)—(1+£) (1—h2).a
 

 

e) =l.£=
““ (a-h+1)2 &

=[(I—h2)+(a+h).(—2h)].(a.h+1)—(3+h).(1_h2).3=_2a_h3_az_hz_3hz_za_h_az+l
a-(a-h+l)2 a-(a-h+l)2

f) f(u)= Ina 1 ; f'(u)= Ina —(1+2a-u) : (28°U+1)-lna
  

(l+a) . u+a-u2 (1+a).(u+a-uz)2 (l+a)'u2-(l+a-u)2

3) Funktion: y(2) = 2,773; y(2,2) = 3,816; y’ = 2x°ln x + x; y’(2) = 4,773;

linearisierte Funktion t: y = y’(2)—x + d = 4,773x + d;
2,773= 4,7732 + d = d = —6,773; t: y = 4,773-x —6,773; y(2,2) = 3,727

b)Funktionzy(3)=1,034;y(3,2)=1,038; y’=2;'"gfj‘); y’(3)=0,0200;
-x

linearisierte Funktion t: y = y’(3)-x + d = 0,0200-x + d;

1,034 = 0,0200-3 + d = d = 0,974; t: y = 0,0200-x + 0,974; y(3,2) = 1,038

0) Funktion: y(l) = 0,7854; y(l,2) = 0,7300; y' =L-i . arctan x ; y’(l) = —0,2854;
)(2 +1 x2

linearisierte Funktion t: y = y’(l)-x + d = —0,2854x + d;

0,7854= —0‚2854-1 + d => d = 1,0708; t: y = —0,2854-x + 1,0708; y(l,2) = 0,7283

d) Funktion: y(2) = 0,2273; y(2,2) = 0,1837; y' =%- ‘°‘2“‘_;‘ ; y’(2) = -0,2177;
)(

linearisierte Funktion t: y = y’(2)x + d =0,2177 -x + d;
0,2273 = —0‚2177-2 + (1 => d = 0,6627; t: y = —0,2177-x + 0,6627; y(2,2) = 0,1838

2

e) Funktion: y(l) = 1,5; y(l,2) = 1,689; y' = ’;j—4’1331 ; y’(l) = 1;
X +

linearisierte Funktion t: y = y’(l)-x + d =-x + d; 1,5 = 1+ (1 = d = 0,5;

t: y = x + 0,5; y(l,2) = 1,700

1 _x°+8x‘+28x3+3x2—16x—12_
1) Funktion: y(2) = 0,2963; y(2,2) = 0,2221; y' = —— 3 2 ‚

12 (x +1)

y’(2) = —0,3951 linearisierte Funktion t: y = y’(2)-x + d = —0,3951-x + (1;

0,2963 = —0‚3951-2 + d 3 d = 1,086; t: y = —0,3951x + 1,086; y(2,2) = 0,2173

 

 

a) y(l)=e;y'=e*(l+x) => y'(l)=2—e=k y=kox+d : d=—e

Tangentet: y=2-e-x—e=e—(2x—l)z5,437—x—2,718

b) y'=0 —>e"(l+x)=0—)j21,fiirx„ =—l;y(—l)=—l/e; Tangente t:y=—l/e

a) x] = —2 : y(—2) = —3,637 ; x2 = 0,5 : y(0,5) = 0,120

y' = x2 -cosx + 2x osin x ; y'(—2) = 1,973 = k,; y'(0,5) = 0,699 = k2

y=k°x+d —>d‚ =0,308; d2 =—0,230

Tangenten t, : y = 1,973 - x + 0,308; t2 : y = 0,699-x —0‚230

"2 “_k1 = -0,535 => <p* = _ 28,2° ; cp = <p* + 180° = 151‚8° bzw. supplementär 28,2°'” tan"’=1+k‚.k,
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4.42

4.43

4.44

4.45

4.46

4.47

—x2—2x+l

(x2 +1)2
a) y'=

Lösungen: xl = —2,414 und x; = 0,414;
P(—2,414/—0,207)+und Q(O‚414/1 ,207)

b) Nullstelle: y“—

xo=—l;k= y(—21=1) 0,5

 

                                            

= 0 oder nach Multiplikation mit dem Nenner (= 0): —x2 — 2x + l—— O;

y(x1) = —0‚207; Y(X2) = 1,207;

-O:>

   

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

a) y'=5-(3x—5)"-3=15-(3x—5)4 b) y'=7-(x2+1)6-2x=14x-(x2+1)6

c) y'=3-(2—x)2-(—1)=—3-(2—x)2 d) y'=%-4-(2x+3)3—2=4-(2x+3)3

2
3 l 3 2 2 1

'=-- —- —3 =—- —6 f '=———=——

e) 2 (2 x ) 8 (x ) ) y 2-J2x+3 J2x+3
2 3

r 1 4 3 4x 1
g) y==(x +2 3—4x =— h) y' =—-—— —

3 3_%)(x4+2)2 J2 2J—22x+5= T—15—6x

a)y’=2-e2x b)y'=—4-e'2x c)y'=—x-e_? d)y'=2-ezx e)y'=l2x2-2xl—ln2

2X-1 x-l x—l
' 2 _ I - cox ' _ _] _ 1 _f)y =;-4 3 -ln4 g)y =—smx-e s h)y =%—)-e " =—2—oe "

1 2 2x 2 xI_ b r______ != d _

a)y 2x+1 )y 2 1 x+l c)y 2-1 )y ln10 x2+1
1 1 1'=_ f : lnx= ;’=1 l=_ h I=__

e)y 2-x )y e x y g)y x°ln10 )y x lnx

a) y'=2-cos(2x) b) y’=-3.sin(3x—1)=3.sina—3x) c) y'= 23
cos (3x)

‚ 1 1 ;(1D , s1m/E
(! =—————=——- l+tan — e =—
) y x2-cosz(l/x) x2 ( x ) y 2-\/;

2 l l
f '=— '= ' —= h '=—3-cosh3x) y 1-4x2 g) y X2'(l+l/Xz) ) y ( )

u_ u —u u_ u_ —u Zu

a) 3--l (e +e)= cosht b) fi=° (e % )>e (e e )= 2 == 26
dt 2 d (e“+e'“)2 (e“+e-u)2 (1-2+2e“)2

a+n-a-n
1-t (1-t)—(l+t)(-1) 2 dy (t+1)2 1 t+l

c) _y=_ —————= d) —= = —
dt l+t (1—t)2 l——t2 dt 2_ t_—l (t+1)2

t+l

—(l+x)—(l—x)

‚ (1+x)2 1 ‚ _t _t _t dye = = f =5- —e — l—t -e =5-e —t—2 =2; —=O)y +x,(l_) m )y [ ( > ] ( ) g)y dt
+2(l+x)

h) y_e—t _e-3t . d_y_(—e_t—3°e_3t)-(l—e_2t)—(e_t+e_3t)-2e_2t _e—5t_4e—3t_e—t _e-t_4et _e3t

l_e-2t ’ dt (l_e—2t)2 (l_e—2t)2 (e2t _l)2
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4 Difi‘erentialrechnung

  

 
  

 

 
 

 

—23-e" —lnx2-ex
4.48 ‚=); =2—x-lnx2 b) ‚=2_ x _l+e"-x-e" =2x°(l+ex —Xve")

a)y 2x x y x
e x-e l+e (l+e")2 (l+e")3

2
dy _—l+z—z_ 4—z3 d_y_ 1 l—s “S -s2-(1-s)-2s s—2

c)—=4 2 5 d)_ _' —2 ' 4 ‘ :dl 1_+Z (l+z) =(l+z) ds 3 s s 3.s.%/32.(1_5)2

2-ezx-co{2x—g)—2-e2x -sr(i2x——E)
I _2x 75 . 1l:

e) y = €*" =2-e —[cos(2x—g)—sm(2x—gj]

f) y'__1“ (e—3x+l _3_x_e—3x+l)_(x+1)_x‚e—3x+l _ e—3x+l -(——3x2 —3x+l)

2 (x+1)2 2-(x+1)2

4,49 a) y'=2x-e”" —x2'e"‘ =x-(2—x)-e"‘ b) Elc%=—e'2‘—2—(3—t)-e'2t =(2t—7)-e'2t

c) y' =(2x-3)-e'” —2-(x2 —3x)-e'2x = (-2x2 +8x -3) -e'“

_4ln(2x+l)
d) y'-=2--ln(2x+l) x—+l____—2x+l

450 a) y' = 2x -cos(2x) — 2x2 -sin(2x) = 2x -(cos(2x) — x -sin(2x))

b) y' = 2 .cosz(2x)— 2 -sinz(2x) = 2 -cos(4x) c) y' = sin%—äcosl
x

2x 2x -, e —cosx—2—e -smx_ e'2"
d)y = €*" (cosx— Zsinx)

e-l
dy ]

e ä-t—=3 —5- e2 sin(2t)+2 e2 cos(2t)=—..[4co—s(2t) sin(2t)]

f) y'=3.x2 ‚sin2x+2-x3 -sinx°cosx=xz -sinx-(3sinx+2x-cosx)

df(t)_ 2t 3'“s(l+rs t)——t2 3”‘rr-s_t-3"s'(2+r-s't)
 4.51 a)

 

 

  

   

  

 

dt (l+rnzst) _ (l+r-s-t)2

b) df(r)=s.tz.3‘S-1n3-_(1+r.s.t)—12-3"3-s.t=s.12-3‘°s.(1n3—t+r.s.t.ln3)
dr (l+r-s4)2 (l+r's-t)2

c) df(s)=r-12-3".1n3.(1+r-s-t)—tZ-3"s.r.t=r-12.3"s—(1n3-t+r.s.t—ln3)
ds (l+r-s-t)2 (l+r-s-t)2

4.52 a)y=arsinhx=ln(x+sz—+i) z=x+x/icZ—+l; iz—=1+ " =x+m
dx x2+l x2+l

y,: ] _x+m= ]

x+x/?+_l x2+l x2+l

b)y=artanhx=lné; y=lnz; z=«/E; u=—t—i; “3%:Ü’

32:1.£=1.\/E. z : JE?
dx 2„/E x 2 l+x(1_x)2 (l—x)2-Jl+—x

‚_1dz_fi_ «/1_—; _ 1 ___1_
Y “Z _x_@ (l_x)2.m '(1—x)-(1+x)'1-x2
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dv- . . £__ .- £ d_i_ .“.453 3) dt -r (D cos(cot) b) dt_ 2 sm(2t+3) 0) dt-(:) I cos(cot+d>)

t

33. .“. & ü__1.'? El__ . . -ud) dt-oaUcos(oat+3j e) dt - T e f)dx- „10 e

t
d UC U0 _; d m -C*t . d S 90 “S __
_=_. h _: . . _=_ K, 1:

gdt re )dtcse 1)dt 13 e

-‚11_=1.k-_<0= (° k)9_v=v .g. 1 = g
s _ . .dt k kwt+l kmt+l vs cosh2—g—t cosh2g_t

Vs Vs
2ks

k---vske "‘| ‚___—=
)d_d _2_ks /3

2 1e m m l—e '“

_ . _. d _ . d _
4.54 _=—A.BO Bt b __:—Ac . Bt _y= . . Bt ._y=— . . C.t— . . _D'ta)dt e )dt Be c)dt ABe d)dt ACe BDe

e)%%=ße‘°‘—O(A+B-t)-e'°"=(B—AC—BC-t)-e'°‘

f) y' = -2 . A.B.(x -c> . e'B'<"-°)’

4.55

Tangente an der Stelle t = 1.‘ = 2: y(2) = 1,896; y‘(2) = 0,5518; d = 0,7927; y = 0,5518-t + 0,7927;
t = 21: =4: y = 0,5518-4 + 0,7927 = 3;
Tangente an der Stelle t = 21 = 4: y(4) = 2,5940; y‘(4) = 0,2030; d = 1,7820;

y = 0,2030t + 1,7820; t = 31 = 6: y = 0,2030-6 + 1,7820= 3

4-56 %—f=--%-(%)b"-e'(%)b; X(t)=e(%)b.%.(%)b_l.e_[%)b=%_(%)°"

I 2
4.57 d = 0,347                                  

Tangente : y = 0,153- x + 0,347 y(1,5) = 0,577

b) W) = 1 ; y(0‚5) = 0,425 ;

‚_ (2.3'x —(2x+1)-3"‘ -|n3).e2" —2-(2x+1)-3"‘ -e2x =-2 3"‘ (1—(2x+1)(1+1n3))
y _ e4x e2x

y'(0) = —1,099 ; d = 1 ; Tangente : y = —1,099- x +1 y(0,5) = 0,451

 

_t

4.58 äf=—äe2cos(2t)— 2e2 sin(2t)=—2 e2 „(cos(2t)+4 sin(2t))= 0. Dieses Produktist nur

null, wenn der Klammerausdruck null ist: cos(2t) + 4osin(2t) = 0 oder nach Division durch cos(2t)

und Umfonnung: tan(2t) = —1/4

:> 2t = —0,245+1t = 2,897; 2,897+1t = 6,038;

6,038+1t = 9,180; 9,180+1t = 12,321;

tl = 2,897/2 = 1,448; y(t1) = —0,470; Tangente: y = —0,470 ‚„ “

tz = 6,038/2 = 3,019; y(t2) = 0,214; Tangente: y = 0,214; 4,_5 .1................2\/ 1

t3 = 9,180/2 = 4,590; y(t;) = —0,098; Tangente: y = —0,098; 2 3

Q = 12,321/2 = 6,161; y(tz) = 0,045; Tangente: y = 0,045;

 1

0.5 "
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4.59 a) 4+2y'=0 : y'=—2; y'(3)=—2 b)2y'—2x=0 : y'=x; y'(l)=l

4.60

4.61

4.62

e) 2x+2—3y2-y'=0 =» y'=%; y(l)=äl2; y'(l)=o‚s4o
y

d) L—1=O => y'=2'5; y(O)=o; y'(O)=O2-J}

 
_ 3

e) y’+3x-y2-y'=l => y'=1 y -y(o‚5)=ä/E ; y'(0,5)=—0‚912
3x-y2’

1 _3 ‚ ‚ 3 ‚ 3f) ;-(2y—1) s-2y -1=0- = y =;-V(2y—l)ä y<O)=1; y(O)=5
_ _ ' _ 2

g>%=l =» y'=y—xi—;y(2)=z; y'(2)=—1

L
3_ _ 2_ ' _ 4

h)—y—ÄÖ—y—y—l=o => y'=l3—z—;y(l)= ;y'(l)=o‚1323
y Q/2

&) £—l.y'=0_)yf=g.i
b) i+l'yl=O—)yI=—i-Ä

8 13 4 y 32 18 16 y

C) 2x+lO+2y—y'=0_)y’=_x_;ä d) 4y.y'=3—)y'=j_y

a) y(2)=5‚657; 2x+2y-y’=0 => y’=-£; y'(—2)=0,354; d=6,364; t: y=0,354-x+6‚364
y

3x2 3 1 3 1b l=l' 2 _ r=3 2 ::.—; 'l =_; d=__; ti. =_. __)y() ‚yy x=y „ y()2 2 y2x2

2x
0) y(2) = l‚4907 ; +%-y' = 0 3 y' = _;_x ; y'(2) = —0‚596 ; d = 2,683; t : y = —0,596 - x + 2,683

y?

2 -l ' 2 -1 2 2 y
—-x 3+—- 3- '=0 :> —+——- '=0—> ’=—3J.—_;
3 3 y y 345 3-{[)7 y y x

y'(0,5)=—0‚766; d=0‚608; t: y=—O,766x+0,608

d) Y(0‚5) = 0,225;

 
 

 

  

 
   
 

 

             
 

 

 

_______g_ 4 /‚ %
//;T\C\"*„_ 2 //‚." '.‚

\.4 ‚o g} 3 13<1 : B 4 o 1

—4 “2 \
\_./ \\

+? “4 ll
zua) 21113) zud

3 2 I ' 1 la) x=y ; l=3y .y 3 y =—=

3y2 33/;3
. , . 1 1b) x=cosy; l=(-SIHY)°Y => Y=-E= ] 2

—X

‚ . 1 1c) x=tany; l=(l+tanzy1y => y=m=1+xz
d) x=coshy; l=(sinhy)-y’=>y’=;=_l_= ]

sinh y \/cosh2 y—l x2 —1

1 1
e x=tanh ; l=l—ta.nh2 . '; '=——=—) y ( y)y y 1— 2y l—x2
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4 Differentialrechnung 

 

 

4.63 t = 101t-h2 — "'h3 ; fiir t > 0 ist h stets positiv; 12

1=20n.h-h'—n.hz.h';=> h’=a__éo—_h) % 2

wie zu erwarten, ist h’ stets positiv (weil h > 0 und h S 10); E 4

fiir h _) 0 geht der Nenner; gegen null und daher 2
n-1»(20-11)

der Bruch gegen unendlich: hl_i)fäl+ h'(t) =°°- 0 0 500 1000 1500 2000 2500

Der Graph besitzt daher bei x = O (rechtsseitig) eine “" sekunden

senkrechte Tangente.

4,64 a) lny=x-lnx; %=lnx+l; y'=y-(lnx+l)=x"-;(lnx+l) y'(2): 6,773

  b) lny=ln2+(2x+l)dnx; ?=21nx+2"“; y'=2x2x+l(2nlx+2"+'); y’(2)=248,72
'

c) lny=x-cosx-lnx; l=cosx lnx— x sinx lnx+cosx;
Y

y'=x"'°°“ -((l+lnx)-cosx-lnx—x-lnx-sinx); y'(2) =—1,104

_ - —£ ' y_'= . —3 8d) lny-4x ln(3 x), y 4 ln(3 x)+3x_2

y'=(3“_%)4x'[4"“(3'%)+3%]; y’(2)=1221,8

e) lny=—(3x+l)-lnx;y7—(31nx+3*+1)‚ y'=-

 

  (3lnx +3";+') y'(2)=—0,0436
x3x+l

   _i_ _ y'= ln(x+l) 1 _ ‚_2x _ ] ln(x+l)
f) lny-2x ln(x+l), y 2x2 +2x-(x+l)’ y - Jx+l [2x-(x+l)_ 2x2 ]; y'(=2) —0,071

g) lny=—x—lnx; %=—(lnx+l); y'=—x"-(lnx+l); y'(2)=—0,423

 h) lny=2x-ln(sinx); %=2- (ln(sinx)+xsiclfix);

y' = 2—(sinx)"" (ln(sinx)+"°—Üi—"); y'(2)—- —1,381

  4'65 a) Y(1‚5)=5,063;lny=(2x+l)-lnx; ?=2nlnx+2xx+1 => Y'=x2"+'-(2-lnx+zi+l)

y’=x“(2x-1nx+2x+l); y'(l,5)=17,61; d=—21,35; t: y=l7,6Lx—21,35

b) y(3)=1,592; lny=x-sinx-lnx; y7,=sinx-lnx+x-cosxdnx+sinx

y'=x"'""" (sinx-lnx+x-cosx-lnx+sinx);

y'(3)=—4,72;d=15,76;t: y=—4,724-x+15,76

c) y(l)= 16; lny= 2xl;r13‘;:—3 1‚= 2(lnx—J'3+x-L-"_(x+3))=2-(lnx—H—i)
y x+3 x2 x x+3

 

y'=_2["—+3)2x (1n"—+3——3—) y'(1)=20,36;d=—4,36;t:y=20,36-x—4,36
x x x+3

'

— . '_y_.=£4.66 lny-n lnx, y x :> y n—l' n =n.x
X

><
|=

1
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4 Differentialrechnung

4.67

4.68

a)y'= 2x3+5; =2; y"=0
b)y= 4x3 _9x _6x+3; y' =212x—18x— 6; y”=24x—18; (4>=24; y(5)=0
c)y”=-24x +9x2-2/3; y' '=-120x +18x;y'—-480x3+18,y >= -142‚40x y(5)= -2;880x

y<6>=-2880; y(7) =0

 

 

1 2 1 1 -1
a '=——; "=—; ”2 =- b '= ; "=———; "2 =—0,0894)y x, y x, y( ) 4 )y 2x+l y (2x+1)3/2 y()

6 36
'— ; " ; "2 =——=—0,288)y (1—3x)2 y (1 3x), 110 125

1 3 1 1
d '=—-—=—; "=———; "2 =——) y 3 x x y x, y( ) 4

e) y'=r-wcos(w-x); y" = —r-032 -sin(co—x); y"(2)=—r-oo2 osin(2co)

1) y’ = —2-e'2" ; y" = 4-e'2" ; y"(2) = 4-e'4 = 0,0733

8) y' = —e"‘ + 2 - e'2" ; y" = e"‘ — 4 -e'2" ; y"(2) = 0,0621

  

 

 

 

 

  

 

   
 

 

 

  

, 2-(l+x)—(l+2x) 1 „ 2 „ 2h = = ; =- ; 2 =——=—0,0741
” (1+x)2 (1+x)2 y („x)3 y( ) 27

i) y, : 2—x2—(l+x)-(—2x) : 2+2x+x2

(2—x2)2 (2—x2)2
„ (2+2x)-(2—x2)2—(2+2x+x2)-2-(2—x2)-(—2x) 2x2+6x2+12x+4‚ 17
= 2 4 = 2 3 ’ y(2)=——=—8,5(2—x ) (2—x )

. 2x2—3x+1 2x—l 1 2
= = ; '=——; "=—; " 2 =2M (H), x—l y (H), y (H), y( )

, 2a-x-(aox+l)—az-x2 az-x2+2ax
k)y = 2 = 2

(a x+l) (a- x+l)

„_ (2812x+23)(a-x+1)2 —(a2 -2x +2ax)--2(a- x+l)- a_ 23 y"(2)= 23

(a x+l) (a-x+1)2’ (2a+1)3

0y'='—1 y"= 4"'3 ; y"(2)="—‘,f= 00936
2x2.,/"—+—1 4x2-(x+1)- “_“

X X

, (" 2J“) (x _1) x‘/_'2" =-3x-2(x —1)—4- x2 =23x —3x— 4x21J;-(x2+3)
m))' = '_2——2—

(x2 -1)2 2J“(x2 -1)2 2J“(x2 -1)2= 2 (x -1)

X2+3 . . 2— 2— o 2 . . 2— ." _l.[2'*/;+2x JE] (x 1) (J? (x +3)) 2 (x 1) 2x—
2 (x2_1)4

1 5x‘—2x2—3—8x4—24x2 _1_“3x +26x2 +3 55165=--. ; 2 =1,015
4 J;_(x2 _1)3 =4J_T—(KZ— y'( ):

=_5_ -x2/4, „=_l_ -x2/4_£_ -x2/4 =)l_ -x2/4_ 2_ , „ =
n) 2 e , y 2 [e 2 e ) 4 e (x 2), y(2) 0,184

0) y' = (2x + 1) -e2x ; y" = (4x + 4) .e2" y"(2) = 12 -e4 = 655,2

cosx-e2x —sinx—2-e“ _ cosx—2-sinx _ y” _ 3sinx—4-cosx _
' _) - — , -—‚e4x er er
 y'(2) =0‚0805
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4 Differentialrechnung

] . 1 . l l .
': -smx+«/x-cosx; "=——-smx+—-cosx+——cosx— x-smx=

q) y 2-«/x y 4-x-«lx 2-«/x 2-«/x
 

 l . 1=- +«/3Z -s1nx+—-COSX; "2 =-1‚661
[4'x-J; ) «[; y()

‚ _ _1_ 2x-sin(2x)+cos(2x) _
 

 

 

 
 

 

 

r) y 2 x, ‚

„ _ _ l _ (2-sin(2x) + 4x-cos(2x) — 2sin(2x))-x2 —[2x-(2x-sin(2x) + cos(2x))] :
y _ 2 X4 _

. - _ 2- .= 2x sm(2x) (23x 1) cos(2x) ; y„(2) : 0,1935

X

, 3cos(3x)-e°’” —0,5-e°’5x sin(3x) _ 3cos(3x)—O,S -sin(3x)
S) y : ex _ e0,5-x

„ _ (- 9 . sin(3x) - 1,5 -cos(3x))- e°*“ - 0,5 - (3 cos(3x) - 0,5 - sin(3x))-e°’sx _

e" '
=_ 8,75-sin(31;);3- cos(3x) y"(2) : _0,1 60

e

t) y'=3-sin2x-cosx; y'=3-(2-sinx-coszx—sin3x); y"(2)=—1‚311

469 a) df(t)=(t—3)—(t+3)= 6 ; d2f(t)= 12 ; d3f(t)= 36

' dt (1-3)2 (t-3)2 dt2 (t-3)3 dt3 (t—3)4

b) y,:(3x2+2x—1)-(x+1)—(x3+xz—x+l) : 2x3+4x2+2x—2

(x+1)2 (x+1)2

„ _ (6x2+8x+2)-(x+1)2—(2x3+4x2+2x—2)—2-(x+1) _ 2x3+6x2+6x+6

_ (x+1)4 _ (x+1)3

„, (6x2+12x+6)-(x+1)3—(2x3+6x2+6x+6)-3-(x+1)2 _ 12

y : (x+1)6 ' __(x+l)4

c)y'=—2Me'z;"=—2-ez--l'x+x(—2xe'xz=)l —2-(—12x2-)f3"

y"'=-—-—2[4x13"+(1—2x2---)(—2xe"‘)=4x-(3—2x2-)ex

d) y'=—2--sinx cosx=—sin(2x);y"=—2cos(2x); =4sin(2x)

df(tt)_ -1 __1_ d2f(t)_ _ _-1‚ d3f(t>_ _ __te)— +te , dt2 -(2 t)e , dt3 -(t 3)e

 

  

f) Y'=l+tanzx; y"=2-tanx°(l+tanzx);

Y"=2°l(l+tanzx)z+tanx°2°tanx-(l+tanzx)l=2+8.tanzx+6.tan4x

2 3g‚s@=„lnu; m;, L<3u)=_iz
du dU2 “ du u

£_2+ln(3x)
h) y._ 1n(3x)+3f_12+1n(3x) y„ 1 x 2.J’ _ lln(3x) 11__n(3x)

 

 

 

25 3x 2 J; ’ =? x "Z'xf= 4 xT
. 3/2- .2.'1/2„__1_; " M3” 2 x_1_3 ln(3x)—-2 __1__;_ln(3x)—2

y - 4 x3 =8 x5/2 =8 x2-«/;
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4 Differentialrechnung

4.70 3) y = sin(2x+n) = — sin(2x); y’ = — 2-cos(2x); y’(1t) = —2; y” = 4—sin(2x); y”(1t/2) = 0

b) y’ = 2-sin x-cos x = sin(2x); y’(n) = 0; y” = 2—cos(2x); y”(1t/2) = —2 '

c) y’ = 2-(sin x + cos x)—(cos x — sin x) = 2-(cos2x — sin2x) = 2-cos(2x); Y’(“) = 2;
y” = — 4-sin(2x); y”(1t/2) = 0

d) y’ = cos(2x) — 2x-sin(2x); y’(7t) = l;
y’ ’ = — sin(2x) — 2-sin(2x) -— 4x-cos(2x) = —3-sin(2x) — 4x-cos(2x); y’ ’(1t/2) = Zu

2
4.71 a)y=£-(lnt+lnx)=ln—t+l-lnx; d_y_i; d_y___l_

t t 1: dx t-x dx2 2

 

 

 

 
 

 

 

 

 

  

  

t-x

1-t-1 1 t
dy _ n _ln_x _ l—lnt—lnx _ l—ln(t-x) _
dt 1:2 t2 t2 t2 ’

1 2
£ _ l—lnt—lnx _ _?t —(l—lnt—ln x)-2t _ 21n(t-x)—3

dt2 t2 t4 t3

b) d_y _ 2-(x+t)(x—t)—(x+t)z _ x2—2tx—3t2 _ fl _ 8t2 ‚

dx (x—t)2 (x—t)2 ’ dx2 (x—t)3 ’
EX _ 2-(x+t)(x—t)—(x+t)z(—l) _ 3x2+2tx—t2 _ £y_ _ 8x2

dt (x—t)2 (x-—t)2 ’ dt2 (x—t)3
x_ _ t__ t—l_x xc)‘—jX:t lntx tx t =L-[lnt—l);

dx x2t )(t

d2 t" ( t)2 t" t t" [ t)2 t _ t" len2t—2txlnx+t(t+l)
———=—- lnt—— +— —=—- lnt—— +— ———- 2
dx2 )(t x xt )(2 xt x )(2 Kt X

dy xt"'x‘—xhnxxt tx ( l )
— =—- —— nx ,
dt x2t )(t

2 2 x 2 x x 2 x 2 2 _ _
d_2y= u=t_.(ä_lnx) +t_. _1 =t_. (5-‚„) _1 = t_.t '" * 2tx2'nx+x(x 1)
dt dt xt t xt tz xt t2 xt t

d) _dl _ 2x-t-et'xz -t2-x— e“' -t2 _ e": -(2t-x.2 - 1) _ (12_y _ 2-e""2 -(2t2-x4 - t-x2 + 1)
dx t"-1(2 t2-x2 ’ dx2 t2-x3

EX _ x2-et'xz -t2-x— e”‘2 -2t-x _ e“‘z -(x2-t — 2) _ ü _ e“‘2 -(x4't2 — 4-x2-t + 6)

dt x2-t4 x-t3 , dt2 t4-x

4.72 a) y=ax2+bx+c I: 4=4a+2b+c a=2auslll;inlundlleinsetzen

y'=Zax+b II: 5=4a+b usw. :>

Y”=23 % b=—3;c=2;
y = 2x2 — 3x + 2

b) y’ = 4x — 3 = 0 :> x = 3/4; waagrechte Tangente bei x = 3/4 = 0,75; P(0,75/0‚875)

4.73 f(x)=ax3+bx2+cx+d I: 3a—2b+c=—3 b=6a+ 1 aus 111 inlundll
f(x) = 3a x2 + 2b x + c II: 12a — 4b + c = 5 einsetzen usw. =
f"(x)=6ax+2b III: —12a+2b = 2 =—lO/3;b=—l9;c=—3l;

IV: d = 1 y =—10x3/3-— 19x2— 3lx + 1
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4 Differentialrechnung
 

4.74

4.75

4.76

4.77

4.78

 

a) Da die 2. Ableitung der y’(2) = —5 Tangente an der Stelle x = 2:

Polynomfunktion y” = —l y = k—x + d = —5x + d;
1dent15cb—;l rat, rst1hr I: y’52) = 232 + b = —5 P(2/c—8) ist Be ..] unkt der
Grad gle1ch 2. II: v = 2a = —1 Tangente‘

y=ax2+bx+c =>_a=27;/2;3b1_3; C-8=_5°2+d:>d=0+2;

)" = 23 x + b y _ _f _ x c, _ daher lautet die Tangente:
y”=2a y(2)——4/2—3-2+c—c—8 y=—5x+c+2.

Vergleich von y = —5x + c +2 mit der gegebenen Tangente y = —5x + 7 ergibt c+2 = 7 oder

c = 5. Daher lautet schließlich die Gleichung der gesuchten Funktion: y = —x2/2 — 3x + 5

b) y=—x2/2—3x+5 =O :> X] = 1,36; x;=—7,36; y‘ =—x—3

y‘(xl) = —4,36; tancpl = —4,36 => (p,* = —77,1; (p1= cm" + 180° = 102,9°;
y‘(xz) = 4,36; tancp; = 4,36 :> (p; = 77‚1°

y =ax3+bxz+cx+d x=0:y= 1 : d=l

y'=3ax2+2bx+c y"(0)=0:6a-0+2b=0=>b=0
y" = 6a x + % y'(—l) = 1: 3a-(—1)3 + 2b-(—l) + c-(—l) = 1 :> C = l—3a.
Damit lautet die gesuchte Funktionsgleichung: y = zu3 + (1—3a)-x + ]; y(—l) = 2a;
Tangente an der Stelle x = —l: y = k-x + d = x + d; P(—l/2a) ist Berührpunkt der Tangente:
2a = 1-(—1) + (1 => d = 2a + ]; daher lautet die Tangente: y = x + 2a +1
Vergleich von y = x + 23 —l mit der gegebenen Tangente y = x + 5 ergibt 2a + 1 = 5 oder a = 2.

Daher lautet schließlich die Gleichung der gesuchten Funktion: y = 2x —5x + 1

a) y' = e'3." (— 3 - sin(4x) + 4 — cos(4x)) ; y" = €“ -(— 7 . sin(4x) — 24 - cos(4x))

e'3" (- 7 . sin(4x) - 24 - cos(4x))+ 6 . e'3" (- 3 . sin(4x) + 4 - cos(4x))+ 25 . e'3" -sin(4x) = 0

b) y’ = €” -(— 4 - sin(4x) — 3 ' cos(4x)); y" = e'3x - (24 . sin(4x) — 7 -cos(4x))

e'3" - (24 - sin(4x) - 7 . cos(4x))+ 6 . e'3" (_ 4 - sin(4x) — 3 -cos(4x))+ 25 .e'3" -cos(4x) = 0

a) (1) Grad 2, weil fiir y = a-x2 + bx + 0 gilt: y"(x) = 2a, d.h. konstante 2. Ableit1mg; y‘ = 2aox + b

(2) Mögliche Vorgangsweise: y"= 2a = 2 = a = ]; y(0) = c = 4 ; y'(0) = b = -2;

y = x2 —2x + 4, Gleichung einer Parabel

Umständlicher ohne Verwendung der I: y(0) = c = 4

Ableitungen; beispielsweise: II: y(l) = a + b + c = 3 :> a = 1, b = —2‚ c = 4
III: v(2)=4a+2b+e=4

(3) An der Stelle x = —l ist die Tangente waagrecht, also ist dort der Parabelscheitel: S(l/3)
b) (1) Grad 2, weil fiiry = a-x2+ bx + 0 gilt: y"(x) = 2a, d.h. konstante 2. Ableitung; y‘ = 2a-x + b

(2) Mögliche Vorgangsweise: y"= 2a = -2 :> a = -l; y(0) = c = -15; y'(0) = b = -8;

y = -x2 —8x — 15, Gleichung einer Parabel
(3) Parabelscheitel S(-4/ 1), weil an der Stelle x = —4 die Tangente waagrecht verläuft

c) (1) Grad 2, weil fiir y = a-x2 + b-x + 0 gilt: y"(x) = 2a, d.h. konstante 2. Ableittmg; y‘ = 2a-x + b

(2) Mögliche Vorgangsweise: y"= 2a = 8 :> a = 4; y(0) = c = ]; y'(0) = b = 4;

y = 4x2 +4x +1 , Gleichung einer Parabel
(3) Parabelscheitel S(-0,5/0), weil an der Stelle x = —0,5 die Tangente waagrecht verläuft

a) (1) Grad 3, weil fiir y = a-x3 + b°x2 + c-x + d gilt: y"'(x) = 6a, d.h. konstante dritte Ableitung;
y‘ = 3a-x2 + 2b-x + c; y“ = 6a-x + 2b

(2) Mögliche Vorgangsweise: y"'= 6a = -18 = a = -3; y(0) = d = 2

y'(0)=c=—l; y”(0)=2b=4:>b=2; y=-3x3+2x2-x+2
Umständlicher ohne wenigstens teilweiser Verwendung der Ableitungen.

b) (1) Grad 3, weil fiir y = ax3 + bx2 + cx + d gilt: y"'(x) = 6a, d.h. konstante dritte Ableitung;
(2) Mögliche Vorgangsweise: y"'= 6a = —2,4 = a = — 0,4; y(0) = d = ——2;

y'(0) = c = 3; y"(0) = 2b = -4 = b = - 2; y = -o‚4x3 —2x2+ 3x —2
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4 Differentialrechnung
 

4.79

4.80

4.81

4.82

4.83

2 2 2
a f'x =6x2—1; f'2 =23; d =23dx b f'x =—; f'2 =-; d =—-dx

c) f'(x)=cosx; f'(0)=1; dy=dx d) f'(x)=—sinx; f'[%)=—é; dy=——?-dx

e) f’(x)=2e“; f'(l)=2-e2; dy=2-e2-dx; f)f’(x)=lnx+l; f'(l)=ln(l)+l=l; dy=dx

&) f’(x)=x; P(—l)=—l;
dx=2: Ay=f(l)—f(—l)= O; dy=—l-2=—2

dx = 0,01: Ay = f(—0,9) — f(—l) = —0,00995; dy = —1-0,01 = —0,01
b) P(x) = —e"‘; F(O) = —l;

dx=0,l: Ay=f(0,l)—f(0)= —0,09516; dy=—10,1=—0,1
dx = 0,01: Ay = f(0‚01)— f(0) =0,00995; dy = —1-0‚01 = —0,01

c) P(x) = cos x; f’(7t) = —1;

dx = 7t/5: Ay = f(1tfl/5)— f(7t) = —0,58779; dy = —1-7t/5 = —0,62832

dx = 7t/20: Ay = f(7t+7t/20) — f(7t) = —0,15643; dy = ——l -7t/20 = —0,15708
d) f’(x) = l/x; f’(2) = 0,5;

dx = —0,2: Ay = f(l,8) — f(2) = —0,10536; dy = 0,5-(—0,2) = —0,1
dx = -0,002: Ay = f(1,998) - f(2) = 000100; dy = 0,5-(-0‚002) = -0‚001

e) P(x = —2/(x—1)2 ; F(—2) = -0,22222;
dx = 0,1: Ay = f(—l ,9) — f(—2) = —0,02299; dy = _0‚22222.0‚1 = —0,02222

dx = 0,05: Ay = f(—l,95) — f(—2) = —0,01130; dy = —0‚22222-0,05 = —0‚01 1 11

f) f‘(x) = —2-sin(2x+7t/3); f‘(0) = —1,73205;
dx = —0,2: Ay = f(—0,2) — f(0) = 0,29778; dy = _1‚73205.(_0,2) = 0,3464];

dx = 41,02: Ay = f(—0,02) — f(0) = 0,03423; dy = —1,73205-(—0,02) = 0,03464

Ja, die linearen Funktionen y = k-x + d;

Grund: Ay = f(xo+dx) — f(xo) = k-dx; dy = f‘(xo)-dx = k-dx

V(d) =%<13 ; exakt: %(2013 -2003) mm3 = 63,15 cm3

V'(d) = % . d2 ; v'(200) = 62832 cm2; näherungsweise ; dV = 62832 -1 mm3 = 62,83 cm3

Stromstärke I:

I = % linear in U ( “y =k-x + d” mit k = 1/75 und d = O); daher ist die exakte Änderung gleich der

näherungsweisen Änderung durch das Differential von I;

I'(U) =% ; Uo = 230; dl = I’(Ug)-dU = % -(—5) = —0,0667 A;

 

prozentuelle Änderung: 10 = Ä9 = 3,0667 A; 10 = £=M = -0‚0217= - 2,17-L = -2‚17%75 10 3,0667 100
Leistung P:

2

P(U) = ‘7J—5 ; U; = 230 v; Po = P(Ug) = 705,33 w; AP = P(Uo— 5) - P(Ug) = -30‚33 w;

prozentuelle Änderung exakt : 3 = “3053 = -0‚0430 = -4,30.L = -4,30%
Po 705,33 100

P'(U) =% ; P’(Uo) =%= 6,133; dP = P’(Ug)-dU = 6,133-(—5) = -30‚67 w;
.. __ . dP —30,67 _ _ 1 _prozentuelle Anderung naherungsweme: —=—— — — 0,0435— —4,35-— — —4,35%

PO 705,33 100
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4.84

4.85

4.86

4.87

4.88

4.89

Exakt: co = 510“6 F;
dC = 0,110*5 F: AT = T(C0 + 0,1-104) — T(Cg) = 0,0000625 s = 0,0625 ms
dC = 0,5-10*" F: AT = T(CO+L0,5 10*)L— T(Co) = 0,0003067 3 = 0,3067 ms

0,2 _ _
Näherungsweise: T'(C)-— 4/1i—C = 712 ;'T(Co)= 11: ‚C0 — 628,32,

dC = 0,1-10“6 F: dT = T’(&)ch— 0,0000628 s = 0,0628 ms

dC = 0,510“6 F: dT = T’(Cg)-dC = 0,0003142 s = 0,3142 ms

ro = 10,0 cm; |Ar| = 0,5 cm

a) u(r) = 27t r; uo = u(ro) = 62,83 cm2; u’(r) =21t;

absoluter Maximalfehler: |Au| =|du|= |u’(m)|-|Ar| = 21t-0,5 = 3,1 cm;

  

relativer Maximalfehler: —=— =—’ = 0,05 = 5%
[10 “0 62,8

b) A(r) = ‘n r2; A(m) = 314,2 cm2; A’(r) = 21t-r;

absoluter Maximalfehler: |AA|= |dA| = |A’(m)| |Ar| = 31,42 cm2;

relativer Maximalfehler: I—AAI =ld—AI--%“— 0,1 = 10%
A0 A0 314,2

ao=2,;0dm |Aa|= 0,50m

a) O(a)= 6--az; Oo— O(ao)= 24 dm2; O’(a)—= 12a;
absoluter Maximalfehler: |AOI= |d0|= |O’(ao)| |Aa|= 240,05 = 1,2 dm2;

relativer Maximalfehler: A—=—=’— = 0,05 = 5%
00 00 24

b) V(a) = a3; vo = V(ao) = 8 dm3; V’(a) = 3212;
absoluter Maximalfehler: |AV|= |dV|= |V’ (ao)|-|Aa| = 120,05 = 0,6 dm3;

AV dV
relativer Maximalfehler: |__-I =U—= 0—’6 = 0,075= 7,5%

v0 vo 8

do= 50,0 cm; |Aa| = 0,5 cm

a) V(d) = (11/6)-d3; vo = V(dg) = 65,45 dm3, V’(d)= (‘n/2)d2;
absoluter Maximalfehler: |AV|= |dV|= |V’(do)||Ad|= 39,27-0,05= 2,0 dm3;

relativer Maximalfehler: A—=_=_’__ = 0,03 = 3%
vo V() 65,45

b) O(d) = 1t-d2; 00 = O(do) = 78,54 dm2; O’(d) = 21t-d;
absoluter Maximalfehler: |AO|= |d0|= |O’(dg)|-|Adl = 31,4-0‚05 = 1,6 dm2;

A
relativer Maximalfehler: —=—=’— = 0,02 = 2%

ho= 50,0 m; |Ah| = 0,5 m

vh=.|2 oh;v =v =31,3m/s;v’ =i;

absoluter Maximalfehler: |Av|= |dv|= |v’(ho)|-|Avl = 0,313-0,5 = 0,16 m/s;
A

relativer Maximalfehler: '—v| = Id—vl—= 0—16—= 0,005= 0,5%
V0 V0 31,3

xo=480mm;le|=1mm

1000000
x=1000-—— =R x =923‚10;R’x=—;Rx( ) 1000_x RXO X( 0) X ( ) (1000—X)2

absoluter Maximalfehler: |AR„|= |de|— |R„’(xo)|-|Axl = 3,698] = 3,7 Q;
AR dR

relativer Maximalfehler. @='_*|—=i—= 0,004= 0,4%
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4.90

4.91

4.92

4.93

4.94

4.95

I l 112
Al/l=l%;T(l)=2n-Ji;T =T(l)=2n- £;T’(l)=—;"° g ° ° |, J?
absoluter Maximalfehler: |AT|=|dTI=IT’(IQI-IAII= “I o|Al|;

  

|__AT| |__dT|_ 1—/——glolA| =.Al 1.
T0 T0 271:—\/Z 2 0 2

8

010 = 42°; |Aa|= O,5°= 0,00673 rad

A(a) = ähc—sina ; A0 = A(m)=1856,1cm2;A’(01)=%-b-c—cosa;

absoluter Maximalfehler: |AA|=N |dAl= |A’(U.o)HA(XI = 2061-0,00673 = 18 cm2;

relativer Maximalfehler: —z— =“—— = 0,00969.. 1%
A0 A0 18561

ao = 28°; |Aa| = ° = 0,01745 rad
h(a) =52—tan oz; ho = h(ao) = 27,65 m; h’(a) = 52.(1+ tanzen);
absoluter Maximalfehler: |Ah|N„ |dh|= |h’(om)I-|Aa| = 66,78-0,01745 = 1,16 rn = 1,2 m;

relativer Maximalfehler: —z—— =—— = O,042= 4‚2%
ho ho 27,65

ao = 20,0 cm; |Aa| = ? O(a) = 6212; 00“— O(ao) = 2400 cm2; O’(a) = 12a;

absoluter Maximalfehler der Oberfläche: |AO|N |d0|= |O’(ao)| |Aa| = 240olAal;
A 4|_0| |_d0|_ 2_|_Aa|_0_0,01 :

00 ”o„ 2400
absoluter Messfehler der Seitenkante |Aal= 0,1 cm—= 1 mm

|AaI/ao=?
V(a)= a3'‚=Vo— V(ao)= ao; V’(a)= 3a;
absoluter Maximalfehler des Volumens: |AV|N |dV|= |V’(ao)| |Aal—= 3a02-|Aal;

relativer Maximalfehler: 1%“— (),5%

relativer Maximalfehler der Oberfläche:

relativer Maximalfehler des Volumens.— N— =——3—— = -— 0=,03 =>
V_o V0 80 a0

prozentuelle Messunsicherheit der Seitenkante I—i:| = 0,01 = 1%

a) x= ]; y=21; y’ = —=2t= 0 => t=0; x(0)= 0+1=1,y=(0) 02—1=—1;P(1/—1)

b) X=l; y=312; y’=xZi=3t =0 => t=0; x(0)=—1;y(0)=1;P(—1/1)
x

. 1 . y 21
c x=—; =2t; ===

) (2—t)2 y y x (2—t)
21d)x=e‘; y=2t; '=i=— =o => t=0; x(0)= e_°=1;y(0)=1+02=1;P(l/l)

K et

 =o =>t= o; x(0)= 0,5, y(0)= o; P(O,5/O)

  zua) zub) zuc)

 
46
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— —5— - y’ = 1 = L5t = 0; keine Lösung, daher kein Punkt mit waagrechter T.

f) X=—sint; y=23int-cost; y'=1=—2cost =0 => t=i1t/2, i-3n/2 usw.
X

 

x(i-1r/2) = x(i31t/2) = = O; y(i1t/2) = y(i31t/2) = = ]; P(O/l)

. 1 . 1 , y (1-t)2 . . . .
x=——; = ; =T=—=O =t=l;d1eserWert13tabermcht1m

@ (l—t)2 y (3—t)’ y x (3—t)2
Definitionsbereich von x = x(t); es gibt daher daher keine waagrechte Tangente

2_ - 2_
h) X=%; y=t2—21; y'=Ä=—t—2—t—l =O : tl = l;t2=—l ist nicht im Definitionsbereich von

t x

X = )((t); X(l) = 0;Y(1)=1;P(0/})
 
 “

p
 

 

_
.

     

p

 

       

 

12—4|012 2-4o12

 

 

' —2—1o12ma an m@ „„
_ 2 . „ _.2

i) X=l; y=l—t„; ':Ä=t(l—t) =0 => t1=0,t2=l,ß=—l;dieStellenhundt3liegen
t (l+t ) x (1+t2)2

nicht im Definitionsbereich von x = x(t); x(l) = O; y(l) = 0,5; P(O/O,S);
- t_ —t

j) X=e'+e"; y=et—e't; y'=l=°—°— =O,d.h.e‘=e"odere”= 1 : t=0;

)((0) = 0; Y(0) = 2; P(0/2);

k) X=l; y=(l—t)-e"; y’=1=(1—-t)-e't =0 :> t= 1;x(1)=3;y(1)=0‚368; P(3/0,368)
X

1) '=—(—l-—l?; y =4-(2t+1); y'=4(2t+l)-(l—t)2 = 0 => t1=—0,5;t2 = 1 ist nicht im
—t

Definitionsbereich von x = x(t); x(—0,5) = —0,333; y(—0,5) = O; P(—O,3333/0)

2 

 

       

 

 

.2 / P

_2 -1 o 1 -2 -1 o 1 “‘
zu i) zu j) 21110 2111)

4.96 a)x(0)=2;y(0)=l;P(2/l);X=2-e'; ‚):—e"; y'=%=—;ä; y'(t=O)=k=—O‚S

Tangente: y = k-x + d; y(0) = —O,5—x(0) + d :> (1 = 2; y = —0,5-x + 2

b)X(l)= l;)'(l)= 1;P(1/1); X=4°t; $’ =4°t3; y’ =t2; Y’(t-= 1) =k= 1;
Tangente: y(l) = l-x(l) + d 3 d = 0; y = x

c) x(1t/4) = 2,12; y(1t/4) = 2,12; P(2,12/2,12); X = —3 -sint ; y = 3 -cost ; y’ = —cot t;

y’(t = 1t/4) = k = —l; Tangente: y = —x + 4,24

(l) x(l) = ]; y(l) =—0,307; P(l/—O,307); ' =—l/t2; y = 1/t; y’ =—t; y’(t = l) =—l;

Tangente: y = —x + 0,693

47
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_ _ 2

4-96 e)x(0‚5)=1,2;y(0,5)=0,6;P(1,2/0‚6); X=%° -- 6‘ . , 2t .

4.97

4.98

4.99

+t2)2 ’ _(l+t2)2 ’ y _ l—t2 ’

y’(t=o‚5)=k= %; Tangente: y= %‘x-l

f)x(0)=0;y(0)=1;P(0/1); X=cosht; y=sinht;y’=tanht;y'=tanht;y’(t=0)=k=0;

Tangente: y = 1

g) x(2) = 7,54; Y(2) = 3,63; P(7.545,63); X = 2-sinh t; y = cosh t; y' =_ ;
2otanht

y’(t = 2) = 0,519; Tangente: y = 0,519-x — 0,276

h) X(0‚5) = 0,681; y(0‚5) = 1,536; P(0,681/1,536); x = . 2 —‘ ; y = 2'_1.
2-(t +1)Jarctant t +]

y' = —2 - 1/arctant ; y’(t = 0,5) = k = —1‚362; Tangente: y = —1,362-x + 2,464

xo = 3 = 5ocos t oder cos t = 0,6 => tl = 0,927, t2= 21t — tl = 5,536;

Y(h) = 5°Sin(tz) = 4; P1(3/4); y(tz) = 5°Sin(tz) = —4; Pz(3/—4);
] X=—5—sint;y=S-cost;y'=— ’

 

tan t

y'(tl) : —% =kl; Tangente dül'Ch P]Z y:-%.x+345_;

Y'(tz) = %- =k1; Tangente durch PZ: y=%.x_275;

a) X = —sin t; y = —2sin(2t) = —4-sin t-cos t; y‘ = 4-cos t = 0

=> tl = 1t/2; tz = 31t/2;

x(tl) = 0; Y(h) = —1; Pl(0/—l); x(t;) = 0; Y(t2) = —1;P2= Pl

_ 2-cos(2t)

sint

2t = 1t/2 oder 31t/2 oder 51t/2 oder 71t/2 (solange noch gilt 0 5 t < 21t),
also:

tl = 1t/4; tz = 31t/4; t3 = 51t/4; t.; = 71t/4;

P.(0,701/1); P2(—0,701/—1); P3(—0,701/1); P4(0,701/-1)

b))'( = —sin t; y = 2-cos(2t); y' =  = 0 oder cos(2t) = 0 :>

C) )'( = cos t; y = —3-sin(3t); y' = —3'%3t) = 0 oder sin(3t) = 0 =>
cos

3t = 0 oder 1t oder 211: oder 31t oder 41t oder 51!

(solange noch gilt: 0 S t < 21t), also:

t1= 0; tz = 1t/3; t3 = 21c/3; L; = n; ts = 47t/3; t6 = 51t/3;

P1(0/1); P2(0,866/—1); P3(0,866/1); P4(0/—1);P5(—0,866/1);P6(—0,866/—1)

 

x(t)=sint=0 => t=0mwiet=n;

y(t) = sin(2t) = 0 :> t = 0, n, 21t sowie 371:;

d.h. fiir tl = 0 und tz = n ist P(0/0) ein Punkt des Graphen.

ic =cos(t); y = 2-cos(2t); y' = 33952—9;
cos(t)

y‘(t = O) = 2 sowie y‘(t = n) = —2 sind die Steigungen der beiden
Tangenten; da Ursprungsgeraden, ist d = 0: y = 2x sowie y = —2x
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4.100

4.101

4.102

4.103

4 Differentialrechnung

 

 

X =—5-sin t; y =3cos t; y' =—3°C(‚)St = — 3 ;
5-smt 5-tant

y’=tan135°=—l; y’= — 3 =—1 oder tant=3
5-tant 5

 => tl = 0,540; tz = 11: + tl = 3,682;
daraus die Punklte: P|(7,29/2,54); P2(—1,29/—0,54)

 

 3) )°( =2-(1—C0st); y : 2-sin t; y'= Slflt ,

l-cost

t_wert Tifl@fle 
tl = ]: P.(0,317/0,919); y = 1,830—x + 0,339

y‘(tl) = 1,830
tz = 2: P2(2,818/2,832); y = 0,642-x + 1,432

y‘(t;) = 0,642

ts = 3: P3(5‚718/3‚980); y = 0,0709-x + 3,575
y‘(t3) = 0,071

b) y' = 111; = 0; der Zähler sin t ist null fiir t = O, in, i21t, i31t, i41t, i'51t usw.

Für t = O; i21t, i41t usw. ist allerdings auch der Nenner null, weshalb t = 0 nicht im

Definitionsbereich der Ableitungsfimktion y‘ liegt. Der Graph lässt dort eine Spitze

vermuten (wie unten gezeigt wird). Nur fiir i‘1t, i31t, i51t usw. liegt eine waagrechte

Tangente vor. Die Berührpunkte haben die x—Koordinaten i21t = 16,28; i61t = i18,85; i101t

= i3 1 ‚42 usw. sowie alle die y—Koordinate 4.

Verhalten von y‘ fiir t —> 0:

 

 

 
 

  

, : sint : sin(2-t/2) : 2osin(t/2)—cos(t/2) : cos(t/2) _

l-COSt l—COS(2't/2) sin2(t/2)+cos2 (t/2)—cos2(t/2)+sin2(t/2) sin(t/2) ’

m%— ° ' cos(t/2) = —oo; daher besitzt y‘ bei t = 0 eine Spitze mit 

‚.. 0+ sin(t/2) _ ’ t—> o- sin(t/2)
Steigungen i 00. Für t —> i21t, i41t usw. gilt Gleiches, da x(t) und y(t) periodisch mit der

Periode 21t sind.

5: = 2t-cos t; y = 2-t-sin t; y‘ = tan t;

y’(t = 1t/4) = ]; x(1c/4) = 2,525; y(1t/4) = 0,303; P(2,525/0,303);

Tangente: y = x — 2,221

X = 2-cos t — 2-cos(2t); y = —2vsin t + 2-sin(2t);

, _ —sin t+sin (2t)

_ cost— cos(2 t)

—sin t + 2-sin t—cos t = sin to(—l + 2003 t ) = O;

daraus nach dern Produkt—Null—Satz:

(1) sin t = 0 => tl = 0, tz = n; fiir t, = 0 istjedoch auch der Nenner
cos t — cos(2t) von y’ gleich null, weshalb t = 0 nicht im
Definitionsbereich der Ableitungsfunktion y‘ liegt. Der Graph lässt
dort, also im Punkt P,(0/l), eine Spitze vermuten (wie etwa mit der

Regel von de I’Hospital, Lehrbuch, Seite 142 ff., gezeigt werden

kann).

(2) —1 + 2005 t = 0 oder cos t = 1/2 3 t3 = n/3; t.; = 51t/3

Somit lauten die Punkte mit einer waagrechten Tangente: P2(0/—3);

P3(,866/1,5); P4(—0,866/1,5)

 

 

=o oder —sint+sin(2t)=0; iz la /5 ‘4x
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4.104 a) x(t)=0 fiir 12—1=0 =>t‚=—1;12=1;y(t)=0fiir€-t=t-(€-l)=0 => t'=-1,12=1,

b)

4.105 3)

4.106

4.107

b)

a)

b)

0)

d)

a)

t3 = O; d.h. fiir tl = —1; t2 = 1 sind sowohl x wie auch y null.

21-(12+1)-(12—1).21 _ 2 =_2 (312—1)(12+1)—(13—1)21 2 14 +412 —1
  

“"" (12+1)2 “ (—tf”fl)2 (; +1)2 ‘ (Tz—„)2
=%=%; y(t0=—l=tanoq=>m=—45°+180°=135°

y(t2) = —1 = tan (12 2 (12 = 45°

y‘ = 0 fiir t4 + 4t2 — 1 = 0; setzt man vorübergehend u = tz, so erhält man eine quadratische

Gleichung in 111 112 + 4u — 1 = 0 => ul = 0,2361; u2 = —4‚2361; t = iJE :> L; = 0,486,

ts = —0‚486 (aus u2 keine reelle Wurzel ziehbar); P(—l ‚236/—0‚601); Q(—l ‚236/0‚601);

x=0fürcost=0 => to=n/2;y=0 fiir sin(2t)=0

  

 

=> 2t = 11 (die weiteren Lösungen fiihren auf t—Werte y2" P1

außerhalb des Definitionsbereichs) oder to = 11/2 _
_ - 2 _ 2 _ . a * .X=3- sm.tzcos t=_ ‚32 ;y=4-cos(2t) _'4 ;2 0 -2 '4 x

sm t sm t

, y 4«:os(2t)-sin2 t _ p “2"
y = T = ——, 2

x 3

‚ 4 ° 4
y (71/2)= ; =tana => 01= 53,1 ‚:Tangente y= 5x

y‘ = 0 fiir cos(2’t)-sin2t = O; Produkt—Null—Satz:

(l) cos(2t) = 0 : 2t = 11/2, 311/2 (alle weiteren Lösungen fiihren auft—Werte außerhalb des

Definitionsbereichs); damit: tl = 11/4, t2 = 311/4; P;(3/2)‚ P2(—3/—2)

(2) sin t = 0 :> t = O, 11 usw., stets außerhalb des Definitionsbereichs

X=vo-cosa;y=vo—sina—g-t y
J? 40--

x=307-t=15\/_3_-t;

y=20+30—%-t—5-Ü=20+15-t—5—t2

y = 0 => tl = 0 s (Abschusszeitpunkt);

t2 = 4 3 (Zeitpunkt des Auftreffens am Boden)

x:156;9=15—1m;

v(t2) = ‚/58 + 92 = 10Jfi 4 36,1 m/s

  

 

 

'=l=15_'1—03=—,=0962 tanoc => 01= —43,9°+180°=136‚1°
x 15J“

y‘ = 0 fiir y =15—10-t=0 => t= 1,5 s; S(39‚0 m/31‚3 m)

y(t) = f(x(t))‚ d.h. sin t = coszt; sin t = l — sin2t; 11 = sin t y _ ‘

u=1-u2 => u1=0,618;u2=—1‚618; ‘\_(|>
sin t = ul = 0,618 32 S1

3 11 = 0,666; 12 = 117 — tl = 2,475; „

sin t = u2 ist nicht möglich, da ein Sinuswert zwischen —1 0 x
und +1 liegt.

xl = cozs(tl)= 0,786; x2— cos(t2)= —O,786— —x1, \ -

y1= X1 = 0‚618; y:— x22— %  
Schnittpunkte: S1(O,786/06,18) S2(—0‚786/0‚618); Schnitt Parabel mit Kreislinie
Parabel: y‘ = 2x; y‘(xl) = 1,572 = kl;
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b)

4.108 a)

b)

Kreislinie: 11 = —sin t; y = cos t; y‘ = y/x = —cost/sint ; y‘(t;) = —l,272 = k2

 — "2"' =2,845 :> (|): 70,6°.
l+kl--2k

Der Schnittwinkelm 32 ist aus Symmetriegründen ebenfalls gleich (p.

y(t) = f(x(t)), d.h. lm]? = ln(2t2); daraus & = (212) V
oder t = 4t4 und t-(l—4t3) = O. 05"

Produkt—Null—Satz:

(l) t; = O, ist nicht im Definitionsbereich von y(t)

(2) 1—4t3 = 0 => tz = 0,630; x(t2) = 0,397; y(t2) = —0,231;
Schnittpunkt S(0‚397/—0‚23 l).
1. Funktion: y‘ = l/x;y‘(0,397)= 2‚520= k;;

2. Funktion: x = 2t;y = 1/(2t); y = y/x= 1/41 ;y(12)= 0,630= k2;

05 -- 

 

 

  

 

tan1p = 12I:" = —0,730 => (p* = —36,1°; <p* + 180°= 143‚9° bzw. supplementär (p = 36,1°.
1' 2

I: 2 - e‘ = xft- y
II: 0"‘ = 1:2 4,.
nichtlineares Gleichungssystem; I :> T = 4-e2‘, in II einsetzen:

e" = 16—e“ oder eSt = 1/16 :> to = - 0,554; "’
to = 4-e2'('°'554) = 1,320; 2" 3
x(to) = 2-e'°’554 = 1,15; y(to) = e“"°’554) = 1,74;
Schnittpunkt S(l‚15/1,74); ; „

. . t ' . —t , 1 0 2 4 X
1.Funkt10n: x =2-e ; y =—e ;y =—F; y‘(to) =—1‚516 = k;

°C

2. Funktion: X=L; y=2«; y'=4.Jr_3;y‘(xo)=6‚063 =kz
2-«E

tamp = 13_l;' = —0,925 => <p* = —42,8°; (p* + 180°= 137,2° bzw. supplementär (p = 42‚8°
1° 2

I: 1/ln =5

11: ln(2t)= Jr+1
 
nichtlineares Gleichungssystem; I :> In t = 21 und damit t = e2‘ ;

in II einsetzen: ln(2-e2t ) = In 2 + ln(e2‘) = In 2 + 2 1: = m ;
diese Wurzelgleichung fiihrt nach Quadrieren auf

€+0,44315r-0,12989=0 : „
1:1 = 0,201 und tz = —0,645; 12 ist keine Lösung der Wurzel- 0 1 '2 x

gleichung (Probe!); t; = e2'0’20l = 1,496;

x(t;)= ./20‚20 =0,635; y(t;)= ./0,201+1 = 1,096;
Schnittpunkt S(O,635/1,096);

1.Funktionzic=ü;y= l;y‘=2dlnt; y‘(t;)=l‚2=70 k;

1 2t
2. Funktion: x=—;y =— ; ‘ =0,290=k./7 =2—1J?+_ y 2'—1/+1 y “” 2

= —0,717 : <p* = —35,6°; <p* + 180°= 144‚4° bzw. supplementär (p = 35‚6°
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5 Anwendungen der Differentialrechnung

5 Anwendungen der Differentialrechnung

5.1 a) y(t) = 2 + 301- 512; y(2) = 42 rn _
Zeitintervall {2s; 2,5 s]: y(2,5) = 45,75 m; Ay/At = (45,75 — 42)/0,5 = 7,5 m/s

Zeitintervall [2s; 2,1 s]: y(2,l) = 42,95 m; Ay/At = (42,95 — 42)/0‚1 = 9,5 m/s

Zeitintervall [2s; 2,01 s]: y(2,01)= 42,0995 m; Ay/At = (42,0995 — 42)/0,01 = 9,95 m/s

b) v(t) = y‘(t) = 30 — 10-t; v(2) = 10 m/s

c) Maximale Höhe, wenn v = y‘(t) = 30 — 10t = 0 :> t = 3 s; maximale Höhe y(3) = 47 m

5.2 Die Last Q wird mit derselben Geschwindigkeit gehoben, mit der sich

der Punkt C nach oben bewegt. Dessen Höhe sei h; a = 8 rn.

h=V82—x2,fi=g—h-X= x -)'{;
x 82 _x2

-1 = 0,13 m/s.

 

1

\/32-12
Einsetzen: 11 = 

 

5.3 x : y=4 : & x=y/2; V=nx2y/3=n y3/12; v=(dV/dy)-9=(nyz/4)-y;
y = 4V/(7ty2); Einsetzen: y = 12/(25 n) = 0,153 m/h

5.4 e(t)=J(200-t)z +(300(t-1))2 =100J(24)2 +(3-(t-1))2 =100„/13-12 —18-t+9

€: = 100 . —13't'9 ;
‚/13-12 —18-t+9

é(2) = 340 km/h = Geschw., mit der sich die Flugzeuge um 14 Uhr voneinander wegbewegen.

5.5 a(t) ist die Würfelkante zur Zeit t; a(0) = 10 dm; V(0) = 103 dm3 ;

V(t) = [a(t)]3 = 103 dm3 + (1 dm3/min)-t = 103 + t ; a(t) = 3«/103 +t ;

ei —1——- ' Ldm/min=%mmlmin= 1, el 0 =
3-3\/(103+t)2 () 300

5-6 q(t) = 25-30.104-As(1_e—t/<30-10*-1ooos) );

i = q=25.30.10_6 As.;‚e_t/
(3OJO'J S) = 25 A.e—t/3Oms =25mA.e—t/3Oms

30-10'6-1000 s 1000

t

5,7 q(t) : 7,5 , 10'4As _ e_ 3010"-1000 s _
’

  

 

 

 

 

 

 

t t (

i=€1=7,5-10'4As-+-e 3°°‘°"‘ =—25mAe 30““; |i|=25mA—e 3°““
—3010‘ -1000s

5.8 Polynomdivision Regivon de L‘HOSPITAL
_ 2x

. = . : =lim_=4a) 11312 x_2 11312(x+2) 4 „21

2 _ . 2x+2
b) limfifi=lim(x+3)=4 =le 1 =4

x—>l x—l x—>l

. x2—4x+3 . =lim2x_4=2
c)]1m———=hm(x—l)=2 x—>3 1

x—>3 x—3 x—>3

2 5 6 =lim2x_S=—l
d) linäx—_x2;=limz(x—3)=—l M 1

"" "" "" . 3x2—6x—5 0“ . 6x—6
x3—3x2+4 _ =hm———=—=hm =3

e)11m——2=11m(x+1)=3 x—>2 2-(x—2) "O x—>2 2
x—>2 ()(—2) x—>2  
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5.8

5.9

5.10

 

 

 

  

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

  

  

 

 

 

Polynomdivision Regel von de L‘HOSPITAL
3 2 _ _ 2 _

f) lim%“=lim(x+l)=2 =limM=2
x—>I x _] x—>l x->l 2x

x“ 3 2 3 2—x —3x +3x . 2 . 4x —3x —6x+3
: — = — = Ilm : _2g> 1331" !.131<x 3) 2 21-1

6- 4 2- . 6x5—12x3+6x o" . 30x4—36x2+6
h) lim " 43" +23" 1=11111(112-1)=0 =llm—T——=T=hm—z—=O

x—>l X _ 2x +] x—>l **" 4x —4X 0 “‘“ 12x —4

x3—5x2+8x—4 _ 3 1 _ 3x2 —10x+8_ _0"_ 6x—10_1
i) lim =11m l—— =— Im—2—— „ — m —-

x—>2 x3 —2x2 -4x +8 x—>2 x+2 4 x—>2 3X2 —4x—4— 0 X—>2 6X—4 4

L L
ai)lmlll(l+—x)=limH—x=l b)lim l——n(l+x)=lim1+_"=oo

x—>O x x—>O ] x—>0+ )( x—>O+ 2x

2 2 2x
_ —2cim)lM=limli2i=z d)limM=liml+—x=lim 1 :

x—>O )( x—>O ] x—>0 )( x—>0 2x x—>O ] + x2

1
_ __

_ )(

e) 11111 11_11(x)=11111@ = -1 0 111111‘ = 11111 ° = —1
x—>O )( x—>O ] x—>O )( x—>0 ]

g) lim sin(2x) _ lim 2-cos(2x) _ 2 h) lim sin(2x) =mli 2-cos(2x)_

x—)0 x x—>0 ] x-m tanx x-”‘ l+tan2 x

i) lim sin(a-x) _ lim a-cos(a-x) _ j) liml— cos(b x) _ lim a sin(b-x) _ 0

x—>O x x—>0 ] x—>O )( x—>0 ]

k) lim a-x—smx _ lim a—coszi =a—l l) lim x+sm(a-x)_ l+a-cosz(a-x) _ l+_a

x—>O x-cosx x—->O cosx+x-smx x—>0 tan(bx) x—>0 b-‘l+tan (b'x)i b

Manche Aufgaben können leicht ohne Anwendung der Regel von de L’HOSPITALgeIÖst werden.

a) lim —i—= lim(1 +—l—) = l b) lim 3x—l = lim(3—l) = 3 c) lim 3x—l = lim i =
x—>o° 2x x—>oo 2 2x 2 x—>ao x x—>oo )( x—>ao l—x x—>oo —l

2 er2
d) 11111" “=1im(ä+i)=oo c) 11111" +1=11111(1+—)= 1 f) 111113”_'=11111 l+i)=o

x—NO 2x x—>°° 2 2x x—>oo )( x—>oo )( x—>oc x x—m x X2

1

g)lim x+l=111112"‘+1—9=0 h) lim 4“ =lim 4+x—_1=1/'= 2
x—>oo x+2 x—>oo ] ] x->oo x—l x—)cx>

lim —a"‘+3 =lim '——(a=“”)/" a+3/" =a ) 11111 & =111112_"=11m3=l
x—>o° x+l x—>oo (X+l)/X x—>oc l+l/x x—>oo 2x +b x->oo 4x x—>oc4 2

k) 11m'—“35=111111—/"=0 1)11111'“(“)=11111=11m ‘?+l=o
x—>oo x x—>oo ] x—>ao x—>oo x//—‘;Xzb+b x—>oo X4

m) lim—=lim°—= oo n)l1m—-hm—-hm—-hm°— oo
x—>oo x x—>oo ] x—>oox x—+oo 3x x—>oo x x—no 6

X X -X

0) 11111 =lim—°—=lim “ .° =lim =2
x—>oo cosh x x—>oo%.(g" +e-x) x—>ooex +e-x e"‘ x—nol+e'2x

X X —X

) lim _ =1im—°—=lim ° =lim =2
x—>oo smh )( x—>oo%.(ex _e—x) x—>ao ex _e—x e"‘ x—nol_e'2x



5 Anwendungen der Differentialrechnung
 

5.11

5.12

— -1

 

       

 
 

 

 

    

 

 

 

  

    

  

1

a) lim «/£- lnx= lim l_n_= lim —"—=—2- lim x—=—2- lim x2 =0
x—>O+ _ x—>O+_ 1 x—»O+ .; x—>O+

‘\/; _2_Jx_3 X 2

2
b)limx-e'*=liml=limi=o c)limx2-e'3x-' " =lim 2" =lim 2 :o

x—>oo x—>oo ex x—>oo ex x—>oo x—>oo e3x x—>oo 3e3" x—no 9e3"

_ WL“)- . ' _:
‘” lim_ ln(2x+a)_ P.“, x _2 1521-(2x+a)

e) lim sin x-tan£ = lim sm x = limL= lim (-2)csinz(x/2)-cos x = 2 oder :
x—m 2 x->1c 1 x—m_ 1 x—>1t

tan ("/2) 2-sin 2 (x/2)

lim sin x -tan£= lim sin(2- —)- tan——- lim Zsin— cos—x Sin(x/2) = lim Zsin2 5 = 2
x—m x—nt 2 x—>1t 2 2 c—os(x/2) x—nt 2

l 2
f) lim sinxlnx= lim ln_x= lim " = lim :s1_nl___ limM=O

x—>O+ x—>O+ x—>O+ —COSX x—>O+xocosx x—+O+ cosx—x-smx

mnx mn2x
]
— . 2 _ . _

g)lim tanx-ln(2x)=hmklizi)= i =lim —sm x=limM=o
x—)O+ —»0+ x—>O+ -xl x—>O+ )( x—>O+ ]

tanx si_n—2x

h) lim (——x)-tanx= lim (at—2x)-smx : lim —2-smx+(11—2x)-cosx =—2-1+0—0___1

x—Ht/2 x—>n/2 2cosx x—>n/2 —231nx —2

'_2
_ . 2

i) lim x-(£—arctan x)=l— lim x-(n—2—arctan x)= lim 7t2afl: lim l+—"=
x—>oo 2 2 x—)oo x—->oo ] x—>oo "2._ 2._2_

x
2

=lim =lim2—x=liml=l
x—>ool+x x—>oo 2x x—>w

Manche Aufgaben können ohne Anwendung der Regel von de L’HOSPITALgCIÖSt werden.

1 1 x——1 1 1 . 1—JI
! ——— _ —=— ___ = :a>„i21( „) 531 ,.2 °° b>.‘33.( 1;] .'111. . °°

1 1 . x . .

°)ÄLT(Ü_1_XZJ=ÄH?_I_XZ =°° ‘” m(x-J?)=mfi°(5'1)=
Jx+l+J_ x+l- x

e lim Jx+l—Ä=lim Jx+l—J£-—=iml—=lim——
)x—no( ) x—>oo( )1i—X+l+x/__ x—r>noo./x+l—+—.J_ x—>oo‚/x___—+ll+\/;=

ex x X

f) Iim(x—lnx)= lim(lne" —lnx)= 11m ln— ln[lim e—]=ln[lim -e——]=oo
x—>oo )( x—>uo )( x->«o

] 1 . cosx 1 _ . cosx—l . -sinx
g)lim( — _ )=l1m( _ —‚ )=l1m_——=lnm—=O

x—>O tanx smx x->0 smx smx x—>0 smx x—>O COSX

1 l . cosx 2x-cosx—sinx . —2x-sinx+cosx
h)l1m ——=l1m . -—=lirl1——f—=llm_—=

x—>0— tanx 2x x—>O- smx 2x x—>0— 2x-smx x—>0— 231nx+2x-cosx

1-1
i)lim [_L_L]=limfl=lim—X_=limx—_l_ lim;=l

x—*l lnx x—l x—>l(x—l)-lnx x—>l x—>lx lnx+x—l x—>an+l+l 2lnx+(x—l)-—
x
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5.13 a)

b)

C)

d)

e)

g)

h)

i)

i)

k)

l)

5 Anwendungen der Differentialrechnung

ln(2x)_-ilm l/x 

 

  

  

 

 

 

 

 

 
 

lim (2x)" = lim e"ln(2")—_—e0 = 1, weil lim x- ln(2x)—— lim— — lim x = 0
x—>0+ x—>O+ x—>O+ x x—>0+ _21/x x—->O+

)(

lim (_) = lim e"""“/"> = lim e"'['""'""] = lim e'""“" = lim e° = 1, weil
x—)O+ x—->O+ x—>O+ x—>O+ x—>O+

limx lnx=lim—"—= lim l/x =—limx=0
x—>O+ x—>0+ l/x x—>O+ _1/x2 x—>O+

X

. X x . """L _| . . x . 1+X
11m —) = l1me ”" =e , well 11mx-ln—= "oo-O": 11m—=
x—>oo l+x x—>oo x—>oo l+x x—->oo l/x

l+x ]
—'——2 2 :

=lim—"——(fl=-lim[l+lj- " ) =—lim(l+1)-(l— ‘ ) =-1
x—)cn _l__ x—no )( 1 + x X—>°° )( 1 + x

X

X 1 1. 1 . x.ln[l__) _] . 1 In l_;

11m l—— =hme " =e , well limx.1n(1__)="oo.-0"=lim———=
x—>ao )( x—>oo x—>oo x x—>o° l/x

L.L
2= lim ":]—"Z=4im " =—lim( 1 +1)=-1

x—->o° l/X x—>o° x—l x—>uo x-l

1 1
. — . —""x _ l 0" .]
l1mx"x =l1me“" =e ', weil lim—ni=——= 1m£=—l
x—)l x—>l x—->l —x "0 x—>l —l

. - . - .. . . lnx
11m x“"" = hm e““" "‘" = 11m e° = l, well lim sinx-—lnx- lim =
x—>0+ x—>0+ x—>O+ x—>O+ x—>0+ l/Sifl x

“lim l/x __ lim sin2 x __ lim Zsinx-cosx —O

x—>O+ —cos x/s1n x x->0+ x-cosx x—>O+ cosx—x-sin x

- . . . . ln sinx . '
lim0+(sinx)" = lim e"'“"‘" =1 well 11m xdn(sm x) = 11m@= hm%=

x—>O+ x—>O+ x—>O+ l/X x—>O+ _1/x2

. x2-cosx . 2x-cosx—x2-sinx
= — hm _ — — 11m = 0

x—+O+ smx x—>0+ cosx

. . . lnx
11m x“"" = 11m e““"'“" = lim e° =1, weil lim tanx--lnx=“0(— oo)”—= lim —
x—>0+ x—>O+ x—>O+ x—>O+ x—>O+ l/tanx_

. 1 x . sin2x 0 . Zsinx-cosx
= 11m/—2=—11m ="—"=—11m———=0

x—)O+-l/sin )( x—>O+ )( () x—>O+ ]

lim tanx“'"" = lim e“""'"“°"” = lim e0 =], weil lim tanx-ln(tanx)=“0(— oo)”=
x—> 0+ x—> 0+ x—> 0+ x—->O+

ln tanx . ] s1nx cosx .
—(—)= 11m /(—)= —11m tanx = 0

x—+ 0+ l/tan x x—> 0+ —l/sin2 x x—> 0+

. . l . ' h h
11m(Cosh X)“ = 11m e'“°°‘h"/" = lim e0 =], weil lim_nCOth = 11m——smx/cos x = 0
x—>O x—>O —>0 x—>0 x x—>O ]

1 1
. . - . "" lnx ] x_
l1m"/£=l1mx" =11me" =lime0 =], weil lim—=lim/—
x—>oo x—)oo x—>oo x—>co x—)ao )( X—)oo ]

ln(lnx) 1 _L

limx lnx =1im(1nx)‘fx = lime x = lime° =1, weil „mM: „m lnx x :o
x—>co x—>oo x—>oo x—>oo x—)m x x->oo ]
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5 Anwendungen der Differentialrechnung

5.14

5.15

5.16

5.17

5.18

5.19

5.20

5.21

" x--ln l+—

lim[l+l) = lim e [ ") = lim el =e‚ weil
x

  

 

x—>oo x—>oo x—>oo

x+l x “1
1 In_ x +1 . _2 . X . ]

limx lnl+—)=lim x =lim——x=llm =11m—=1
x—>oo )( x—>oo l/x x-no _ 1/X2 x—>oo )( +1 x—no]

x
z / 2

lim x +1 : lim x2+l = lim _—lim : lim __x_+l_ wieder der ursprüngliche Term.    
xx—>ao )( x—->oo [ x—>oo ‚X2 +1 x—>oo x—>oo x

. VX X2 +]
= lim 1+—--

x—>oo X-l-ND x-'°°

 

Andere Vorgansweise: 11m—  

3 _ 2 _ n _

lim£££—3 = —O = limMil;xnach Einsetzen von x = 2 entsteht kein unbestimmter
X-'>2 x3 —2x2 "0 HZ 3x2 —4x

Ausdruck mehr, die Regel von de 1'Hospital kann nicht mehr angewendet werden.

. 3x2 —4x+l 3.22 —4.2+1 5
km 2 = 2 = _
x—>2 3x -4x 3-2 -4-2 4

a) kein unbestimmter Ausdruck, Anwendung der Regel von de 1’Hospital nicht zulässig
b) richtig

Unbestimmte Form “0/0”, Zähler und Nenner nach Ax ableiten:

d(sin(x+Ax)—sinx)

 

 

  

. sinx+Ax —sinx . . cosx+Ax —0
hm ( ) = hm dAx = hm#=cosx
Ax—>O Ax Ax—>O dAx Ax—>O ]

dAx

Unbestimmte Form “0/0”, Zähler und Nenner nach (0 ableiten:

lim 19 e'ö't -sin(co—t) = vo, 'e'ö't - lim __sm(awt) = vo_ 'e'ö't - lim —————t—cos(co t) = vo --t-_öe
w—>O 03 w—>O (D co—>O

Zähler und Nenner nach k ableiten:

 

  

mgl— e”‘s/'“ =„„Q = . mg.-(O+2s e'2ks/m/m)_ _ ._ _
a) |I(1_r)r(1) ”O |I(1_r)1(1) 1--2gs‚ dam1t. v - ./2gs

m--In [cosh[t-k®] 0“ t./mg -tanh[t- [ß] 0
m

b) |I(i_r)r(1) * ”O =ki-E<I) 2JE : ”6

.
—
l

=|}inz 5g tz .—l__=lg t2.l : %gt2

_) cosh2[t-Jg] 2
m

a) y’=—2x+2=0 => xs=l; b) y’=2x—4=0 => xs=2; C) y’=x—I=O => xs=l;

Ys=}’(1)=4; S(1/4) YS=Y(2)=-l; S(2/—1) Ys=Y(l)= 1,5; S(1/1‚5)
Y y4 Y

3.

2 \{
2
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5.23

5.24

5 Anwendungen der Differentialrechnung

b) y
1-- 0.5l /\

ICT +2 4 x

_1.1.

, l—ln 2xy =_g>

 

-0.5 
:o,

x
1 — ln(2x) = O, ln(2x) = l;

e'"(2") = e'; 2x = e :> xo = 1,359;

y(xo) = 0,736; y" = 3L3>_-3

y„(xo) < 0 => H(1,359/0,73Ö)

a) V b) y

2iV 52 /"

|0 5 *

y'=l+lnä=0; ln(x/3)=—l;

eln(x/3)= e—l; : X0 =1,104;

Y(Xo) = “1,104; y” = l/x;

Y”(Xo)>0 => T(l,lO4/—I,IO4)

' 3—X —x/2=_. = 0,y 2 e

3 — x = 0 => xo= 3;

y(xo) = 0,446; y" = ‚(7—5 - e"‘/2 ;

y”(xo) < 0 => H(3/0,446)

 

  
' 1 2
=l——=O,2x —1=02

y 2x2

X0 = 0,707; Y(Xo) = 1,414;
y” = l/x3;

y”(xo) > 0 => T(O‚707/1,41)

a) y’ =2x—4; y” =2

y’ = 0 : xo = 2;

y”(2) = 2 > 0 => xo = 2 ist Minimumstelle

Yo = Y(2) = —1; T(2/—1)

y’(t) = 3t2 — 3; y”(t) = 6t;
y’(t)=0 => tl=1; t2=—l;

y”(l) = 6-1 > 0 :> t. ist Minimumstelle; T(l/—2)
y”(—l) = 6—(—1) < 0 => tz ist Maximumstelle; H(—l/2)

b)

c) y’ =4x3 —9x; y” = 12x2—9;

y’ = 4x3 — 9x = x-(4x2 — 9) = O; Produkt—Nullsatz :>
X. = 0; X; = 1,5; X3 = —1,5;

y”(0) = — 9 < 0 :> X; ist Maximumstelle; H(O/2)

y”(1,5) = 18 > 0 :> X; ist Minimumstelle; T(l,5/—3,063)

y”(—1,5) = 18 > 0 => X3 ist Minimumstelle; T(—l,5/—3,063)

c)y

 ‘o 3 x

r_ —x ] —x/2_y -e —;e --0,

2e"‘ = e""2 | : e"‘
2 = e"’2 :> xo = 2-1n(2) = 1,386;
y0(x0) = 0925;

n__ —x 1 —x/2 :y e + 4 e 0

y“(xo)<o : H(1,386/0,25)

cy
)?

o 2 x

1 _'=--2 * 12=0;y 2 n

2"‘ = 1/(2-1n 2) = 0,721;
In 2"‘ = ln 0,721 => xo= 0,471;

Y(Xo) = 0,957; y” = (ln2)2-2"‘;
y”(xo) > 0 => T(0,471/0,957)

31/
|o\'g_|( itx
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5 Anwendungen der Differentialrechnung
 

 

 

524 d y'-—2x ' Y"-——2°(3x2+1)' \”
y’=0,2x=0=x0=0; _ 0T x

y”(0)=2>0 :> xo=0 ist Minimumstelle;T(O/l) %

1 x x 1 x %x __ __
e ’: ——— - 2° ": ___ . 2‘

) y (2 4) e ’ y (s 2) ° ’ l/J'\

y“(2)=—0,092 => xo=2 ist Maximumstelle; H(2/0,368) -1

r 4 n 1 y
Ü y=—l+ln;;y =_;; 2 H

Y‘=O oder lni=l; e'"(4/x) =e'; & =e => xo= & :1,472
x x e lo 2 \X

y“ = _1/1‚471 < 0 => xo= 1,472 ist Maximumstelle; H(l,472/1,472)

g) y'= l._._2 ;y' =;

2 2x+l’ (2x+1)2

y‘ = 0 => xo= 1,5;

y“(l,5) = 0,25 > 0 : xo = 1,5 ist Minimumstelle; T(1,5/—0,636)

 

 

‚_ (3—x)-e" _ „ _ (x2—6x+10)-e" y

' (2—x)2 ’ ' (2—x)3
y‘ =0, 3—x=0 3 xo=3;

y“(3) = —20,09 < 0 :> xo = 3 ist Maximumstelle; H(3/—20,09)

 h)

 

i) y‘ = cos x — sin x; y“ = —sin x — cos x;

y‘ = 0 oder cos x = sin x; Division durch cos x fiihrt auf

tanx=l => x1=1t/4=0,785; x:=xfin=3,927;

y“(0,785) = —1,414 < 0 => xl= 0,785 Max. stelle; H(O,785/1,414)

y“(3,927) = 1,414 > 0 :> x1= 3,927 Min. stelle; H(3,927/—1,414)

  
5.25 &) y’ = 6x — 3x2 — 3x3; y” = 6 — 6x — 9x2; y”’ = —6 —18x

Extrema: y’ = 3x-(2 — x — x2) = O; Produkt—Null—Satz =>

x1=0;2—x—x2=0 => xz= 1,x3=—2

y”(0) = 6 > 0 : xl = 0 ist Minimumstelle; T(0/0)

y”(l) = — 9 < 0 => x; = 1 ist Maximumstelle; H1(1/1,25)
y”(—2) = — 18 < 0 x3 = —2 ist Maximumstelle; H2(-2/8)

Wendepunkte: y” = 6 — 6x — 9x2 = 0 : X4 = 0,549; X5 = —1,215

y”’(0,549)-— — 15,87 # 0 :> x4= 0,549 ist Wendestelle; W1(0,549/0,671)

y”’(—l ,215)— 15,87 -# 0 :> x5 =—l ‚215 ist Wendestelle; W2(—1,215/4,589)

b) y = 3x2/8— 3x/2 + 3/2; y’2’ = 3x/4— 3/2; y’” = 3/4
Extrema: y’—=0 => x1= y”=(0) 0 :> noch keine Entscheidung

möglich. Wendepunkte: y”y= 0 => x; = 2; 2

y”’(2) = 3/4 # 0 => x; = 2 ist Wendestelle; da hier eine waagrechte
Tangente, ist der Wendepunkt ein Sattelpunkt; S(2/3) / 1°

  
4
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5.25
x2-(x2+3) _ ‚. _ 2x-(3—x2)_ „, _ 6.(x4-6x2+1)_
(1+>8)2 ’ _ (l+x2)3 ’ _ (1+>8)4

Extrema: y‘ = 0 oder x2-(x2 + 3) = 0; hier kann nur x2 null sein :>

xl = 0; y“(0) = 0 => noch keine Entscheidung möglich

Wendepunkte: y’ ’ = 0 oder 2x-(3—x2) = 0; Produkt—Null—Satz =>

x;=0 sowie x, = J3= 1,732; x4=— ß=—1,732;

c) y,:

 

y”’(0) = 6 $ 0 => xl = X2 = 0 ist Wendestelle; da hier eine waagrechte Tangente, ist der
Wendepunkt ein Sattelpunkt; S(0/0);
y”’(l,732) = — 0,1875 # 0 :» X3 = 1,732 ist Wendestelle; W,(l,732/1,299)

y”’(—1‚732) = — 0,1875 # 0 => X4 = 1,732 ist Wendestelle W2(—1,732/—1‚299)

„) y‚=;_ =2x_x. y„=_2__. y„=__6_.
(1—x)2 (1—x)2 ’ (1—x)3 ’ (1—x)4 ’

Extrema: y’ = 0, 2x-x2 = x-(2—x) = 0; Produkt—Null—Satz :

xl = 0; x; = 2;

y”(0) = 2 > 0 = x; = 0 ist eine Minimumstelle; T(O/l);

y”(2) = —2 < 0 = x; = 2 ist eine Maximumstelle; H(2l—3);

Wendepunkte: y” = 0 nicht erfiillbar, also keine Wendepunkte

, l—ln 3x „ 2'ln 3x —3 „, ll—6-ln 3x

Extrema: y‘ = 0, 1 — ln(3x) = O; ln(3x) = 1; em") = e';
3x = e :> x. = e/3 = 0,906;

y“(0,906) = —1,344 = 0,906 ist Maximumstelle; H(0‚906/1,104)

Wendepunkte: y“ = O, 2-1n(3x)—3 = 0 :> X; = 1,494

y“‘(l,494) = 0,402 # 0 => 1,494 ist Wendestelle W(l .494/1,004)

0 Untersuchung im Intervall [O, 21t[:

y‘ = —2-sin x . cos x = —sin(2x); y“ = —2ccos(2x); y‘ “ = 4osin(2x);

Extreme: y‘ = —sin(2x) = 0 :> 2x = 0, n, 21t‚ 3n oder

xl = 0; x; = 7t/2; X3 = n; X4 = 31t/2;

6)

 

y
2

 
y“(0) = —2 < 0 :> xl = 0 ist Maximumstelle; H1(0/1)

y“(7t/2) = 2 > 0 :> X; = 1t/2 ist Minimumstelle; T1(1,571/0)

y“(1t) = —2 < 0 => X3 = n ist Maximumstelle; H2(3‚142/1)

y“(31t/2) = 2 > 0 : X4 = 37t/2 ist Minimumstelle; T2(4,712/0);

Wendepunkte: y‘ ‘ = —2-cos(2x) = 0

 

:> 2x = 1r/2, 31t/2, 57t/2, 71t/2 oder X5 = n/4; x6 = 31'C/4; X7 = 51c/4; x8 = 71t/4;

fiir alle diese Stelle ist y“‘ == 0, daher Wendestellen;

W1(0,785/0‚5); W2(2,356/0,5); W3(3,927/0‚5); W4(5,498/0,5)

5.26 f ‘(x) ist stets nichtnegativ; daher muss f(x) eine monoton wachsende Funktion sein; f ‘(x) ist

anfänglich und schließlich wieder stark positiv ; d.h. f(x) steigt anfänglich stark und dies gilt auch

schließlich wieder; dazwischen ist f ‘(x) = 0, d.h. f(x) hat dort eine waagrechte Tangente. Aus allen

diesen Forderungen folgt, dass der Graph von f2(x) jener von f ‘(x) sein muss.

5.27 a) Kein Extremum, da f ‘(x) nirgends null ist; Wendepunkt an der Stelle

x = 1, da dort f“(x) = (f ‘(x))‘ null ist und f“(x) < 0 fiir x < 1 und

f“(x)>0fiirx> l.

b) Da f ‘(x) stets > 0, besitzt der Graph von f(x) überall positive Steigung,

f(x) ist also streng monoton steigend.

c) Siehe Abbildung. Gezeichnet ist der Graph einer möglichen Funktion.

Er könnte beliebig nach oben oder unten verschoben werden.

f 00
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 5.28 1 = lim x = lim _]— =L=l : b = 2 ; da 1 eine Polstelle ist, muss dort der Nenner null
2 x—>:to° bx+c x—>oo b+c/x b+0 12)

sein: b-l + c = O, d.h. c =—b =—2. Daher: y =L.
2x—2

5.29 y=ax3+bxz+cx+d; y’ =3ax2+2bx+c;y”=öax+2b

Die Koeffizienten a, b, c, und d sind zu bestimmen.
a) I: a-13+b-12+c-1 + d= 0 Mitd=—4ergibtsichetwaaus I: Darausza=l‚b=—4;

 

11; aO3+b02+c0+d=—4 c=4—a—b. c=4—a—b=7.
III: 2123 + b 22 + c 2 + d = 2 Einsetzen in 111 und IV ergibt: Gesuchte Funktions-

IV:a33+b32+c3+d =8 6a+2b=—2 gleichung:
24a+ 6b=0 y=x3—4x2+7x-4

b) aO3+b02+c0+d=0
a43+b42+c4+d=2
a63+b62+c6+d =0
3a62+2b6+c =o

c) Ungerade Funktion: b = d = 0

a-13+b-12+c.1 + d= —2

: a= 1/8; b=—3/2; c = 9/2; d= O.

Gesuchte Funktionsgleichung:

3 3 2 9
——-x +— - x
2

_l.x
y 8 2
: a = 1; c = —3.

Gesuchte Funktionsgleichung: y = x3 — 3x

 

 

  

3a 12+2b 1 +c = 0

d) a.13+b-12+c.1+d=7 =>a=3/2;b=—9;c=27/2;d=1.
3a 12 + 2b 1 + c = 0 Gesuchte Funktionsgleichung:
a-33+b-32+c-3+d=1 _3 3 2 27
3332+2b3+c =o y“2" 9" +? "“
Voyage 200/11 89 Mathcad (“Ing. Math 2”, Seite 324):

Vorgabe

"°ä‘£°é$£ °:„z.°:fz = + b + = + d = 7
...=1 and 27a+6b+c=0‚ (a., 13,0 ‚(D) 3-a+ 2-b + c: 0
MMI! MW MIT! "INC 1230 27a + g_b + 3.c + d _ 1

Excel: Losung m1ttels Solver 27-a + 613 + c = 0

84 v =A2+B2+C2+D2 ( 3 }

5

s chen(a b c d) '9u ’ ’ ’ _)

g

- 2

1
9 44 L 1 ’

 

e) a-13+b-12+c-1 + d= -2 =>a=1/2;b=—5/2;c=7/2;d=—7/2.

 

 

3a 12 + 2b 1 + c = 0 Gesuchte Funktionsgleichung:
a-33+b-32+c-3+ d=—2 _1_x3_3_x2+1_x_1
3a32+2b3+c =2 y“2 2 2 2

f) a-23+b-22+c-2+d=—2 =>a=l/4;b=—3;c=9;d=—IO.
3a 22 + 2b 2 + c = 0 Gesuchte Funktionsgleichung:

6a4+2b =0 _1 3 2
3a42+2b4+c =-3 y“Z"‘ ‘3'x +9'x'10

g) a-o3+b-oz+c.o+d=2 =>a=l/2;b=—3;c=6;d=2.
a-23+b—22+c-2+ d= 6
3a22+2b2+c =o
6a2+2b o

Gesuchte Funktionsgleichung:

y=%-x3—3-x2+6-x+2
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5.30

5.31

5.32

5.33

5.34

5 Anwendungen der Differentialrechnung

y=ax4+bx3+cxz+d-x+e; y’ =4ax3+3bx2+20'x+d;y” = 123x2+6b-x+2c;

y”’ = 24ax + 6b. Die Koeffizienten a, b, c, und d sind zu bestimmen.

 

 

   

 

 

 

 

a) a—04+b-03+c-02+d-0+e=0 =>e=0;d=0;c=0; y
4a-03+3b-02+20-0+d =o a=—l;b=2.
123.02 + 6b-O + 20 = 0 Funktionsgleichung:

4 3 2 =_ 4 33—1 +b-l +c-l +d-l+e=l y x +2x _1
l_2g-lz+6b-I+ZC =o "

b) Symmetrischzury—Achse: =>e=0;a=l/lö;c=—l/4; 3;
b=d = 0; Funktionsgleichung:
a-04+c-02+e=0 _] 4 1 2

a.24+c.22+e=0 y“fi"‘ 'Z"‘
g-44+c-42+e=12 ' ° 2 X

c) a-O4+bo03+c-Oz+d-O+e =0 =a=—3/4;b=—l; y

a-(—2)4+b-(—2)3+c—(—2)2+d—(—2)+e=8 c=3;d=0;e=0.
4a-(—2)3 + 3b-(—2)2+2c°(—2) +d =() Funktionsgleichung: 5

a-l4jb-l3+zc-lz+d-l +e = 5/4 y=—3-x4—x3+3x2
fi—l +3b°1 +2c-l+d =O 4 , ,

' -2 'o ‘ 2 x

d) a.o4+b.o3+c.oz+d.o+e =o =e=0;a=1/12;b=—1/3; ):
a-34+b-33 +c—32+d-3 +e = —3/4 c=—1/6; d= 1.
4a.33 + 3b-32 + 203 + d = 0 Funktionsgleichung: _ _

a.14+b.13+c-12+d.1+e =7/12 _x4 x3 x2 i 0 \/1 x
éä°l3+3b-lz+2c—l+d =o y'E'T'?” _1

a) y’ = x + 2; man sucht nun Funktionen y(x), die abgeleitet als Funktionsterm x + 2 ergeben:

)’= %‘x2+2x+c;Probez y’ = %-2x+2+0 =x+2.

P(2/3): 3= %-22+2°2+c => c=—3. Gesuchte Funktion: y= %-x2 +.2x—3

b)y’=—4x+3; y=—2x2+3x+c; P(1/3):3=-44+3-1+c => c=4.
Gesuchte Funktion: y = —2x2 +3x + 4

Da die Extrema von f(x) dort liegen, wo g(x) null ist, kann nur g(x) die Ableit1mg von f(x) sein.

y(X)=ex;y’=ex;y”=ex;
Y(l)=>"(l)=y”(l)=e;
y=aox2+b-x+c;y’=2a—x+b;y”=23

a-l +b-l + 1 =e

23-1 +b =e

23 =e

a) x—l < 0, d.h. x <l:

|x—l| = —(x—l) = l—x;
x—lZO,d.h.x21zlx—ll=x—l;

_ l—x fiir x<l

' x—l fiir x21

y   => a= e/2 = 1,359; b = 0;

c = e/2 = 1,359.

Gesuchte Funktions-

gleichung:

y = 1,359-x2 + 1,359

Tiefpunkt T(l/O)

 

-2-1012 4
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5.34 b) x < 0: |x| = —x; |x—ll = —(x—l) = l—x;
0 S x < ]: |x| = x; |x—l| =—(x—l) = l—x;

x 2 l: |x| =x; |x—l| =x—l;

l—2x fiir x<0

y= 1 fiir 0$x<l

2x—l fiir x21 —2 -1 0 1 2 4

Keine lokalen

Extreme

 

C) x<0:|xl=—x;lx—ll=l—x;|x—3I=3—x
0 S x < ]: |x| = x; |x—ll = l—x; |x—3| = 3—x;

ls x < 3: |x| = x; |x—l| = x—l; |x—3l = 3—x;

x 2 3: |x| = x; |x—ll = x—l; |x—3l =x—3;

4—3x fiir x<0

_ 4—x fiir 03x<1

y— 2+x fiir 15x<3 '2 '1 ° 1 ‚(4

3x—4 fiir x23

Tiefpunkt: T(l/3)

 

535 a) D = R; stetig; f(—x) = (—x)2 — 3-(—x) = x2 + 3x ist nicht gleich f(x)
oder —f(x), daher ist die Funktion weder gerade noch ungerade;
Nullstellen: y = x—(x—3) = 0; Produkt—Null—Satz => xl = 0, X; = 3;

xl—i>wa(x) : xl—ig:laox . (X _3) = 00;

Extrema und Wendepunkte: y‘ = 2x — 3 = 0; y“ = 2;

y‘ =0 =>x;;= 1,5;

y“(1,5) = 2 > 0 : X3 = 1,5 ist Minimumstelle; T(1,5/—2‚25). Da

y“ = 0 stets, kein Wendepunkt; Parabel mit dem Scheitel T.

b) D = ]R, stetig, Funktion weder gerade noch ungerade;

Nullstellen: y = —(x+2)2 + 4 = 0; quadr. Gl. :> xl = -4, x; = 0;

lim f(x) = —oo;
x—>:tuo

Extrema und Wendepunkte: y‘ = —2x—4; y“ = —2
y‘ = 0 => X3 = —2; y“(—2) = —2 < 0 => —2 ist Maximumstelle;
H(—2/4). Kein Wendepunkt; Parabel mit dem Scheitel H.

c) D = R, stetig, keine Polstellen; weder gerade noch ungerade;
Nullstellen: y = x2-(x—l) = 0; Produkt—Null—Satz :> X, = 0; X; = ];

lim f(x) = lim x2(x -1) = —oo , lim f(x) = lim x2(x -1) = +00;
X—)—°J X—-)—<D X—)+® X—)+CD

Extrema und Wendepunkte: y‘ = 3x2 —-2x; y“ = 6x—2; y“‘ = 6
y‘ = x(3x—2) = 0; Produkt—Null—Satz: => X3 = 0; X4 = 2/3 = 0,667
y“(0) = —2 < 0 3 0 ist Maximumstelle; H(0/0).

y“(0,667) = 2 > 0 :> 0,667 ist Minimumstelle; T(0,667/—0,148). y“ = 0 : X5 = 1/3 = 0,333;

y“‘(0‚333) # 0 => 0,333 ist Wendestelle; Wendepunkt W(0,333/—0,074).

d) D = R, stetig, weder gerade noch ungerade;

Nullst.: y = —x-(x+2)2 = O; Produkt—Null—Satz => xl = —2, x; = 0;
Klima, f(x) = 00 , xl_i}rg° f(x) = —oo ;

Extrema/Wendep.: y‘ = —(x+2)-(3x+2); y“ = —6x — 8; y“‘ = —6 “3 *2 '1 ‚(1

y‘ = 0 => X3 = —2; X4 = —2/3 = —0‚667;

y“(—2) = 4 > 0 => X3 = —2 ist Minimumstelle; T(-2/0),

y“(—0‚667) = —4 < 0 = —0,667 ist Maximumstelle; H(—0,667/1,186);

y“= 0 => xs = —4/3 = —1,333; y“‘(—l,333) = —6 = 0 => —1,333 ist Wendest.; W(—1,333/0,593)

 
 

h
)
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5.35 e)

5.36 a)

b)

D = R, überall stetig, weder gerade noch ungerade;

Nullstellen: y = x—(—x2+3x —4) = 0; Produkt—Null—Satz:

xl = O; —x2+3x —4 = O, quadr. Gl., keine reelle Lösung;

lim f(x) = lim x-(-x2 +3x—4) =oo, lim f(x) = —00;
x—>—oo x—>—w x—>+°°

Exhema/Wendepunkte: y‘ = —3x2 + 6x — 4; y“= 6 — 6x; y“‘ = —6;
y‘ = 0 :> keine Lösung, daher keine lokalen Extrema;

y“ = 0 : X2 =1; y“‘(l) = —6 = 0 => 1 ist Wendest.; W(l/-2)

Wir untersuchen zuerst die Funktion y = f(x) = x3 — 4x2 + 3x.

D = R, stetig, weder gerade noch ungerade;

Nullstellen: y = x°(x2 —4x + 3) = 0; Produkt—Null—Satz : xl = 0

sowie x2 —4x + 3 = O, daraus x; = 1, x3 = 3; die Funktion wechselt

ihr Vorzeichen an allen drei Nullstellen, fiir x < 0 ist f(x) negativ,
fiir0<x< 1 positiv, fiir ] <x<3 wiedernegativundfiirx> 3
wieder positiv.  
lim f(x) = lim x-(x2 —4x+3) = —oo‚ lim f(x) = +00
X—)—OO X—)—oo x—>+oo

Extrema/Wendepunkte: y‘ = 3x2 — 8x + 3; y“ = 6x —8; y“‘ = 6
y‘ = 0 : x4= 0,451; xs = 2,215;

y“(0,451) = —5,29 < 0 => 0,451 ist Maximumstelle; H(0‚451/0‚63 l);
y“(2,215) = 5,29 > 0 => 2,215 ist Minimumstelle; T(2,215/-2,113);
y“ = 0 => x6 = 4/3 = 1,333; y“‘(1,333) = 6 = 0 => 1,333 ist Wendestelle; W(l‚333/-0,741)
Betrachtet man |f(x)|, so sind die Graphenteile von f(x), die unterhalb der x-Achse verlaufen,

an der x-Achse zu spiegeln. Entsprechend wird der Tiefpunkt T von f(x) zu einem zweiten
Hochpunkt H2(2,215/2,113); die Schnittpunkte des Graphen von f(x) mit der x-Achse werden

zu Tiefpunkten der Funktion |f(x)|: T1(0/0), T2(1/0) und T3(3/0). Der Wendpunkt W bleibt
unverändert. Weiters: xlirgg f(x) = +00

 

f(—x) = —x + l/(—x) = — [x + l/x] = —f(x); y

Nullstellen: y = x + l/x = (x2 + l)/x # o fiiralle x, daher keine \_‚_‚„

Nullstelle; ' J _ „ . ‚ —

D = IR\ {O}, Polstelle: O, stetig; die Funktion ist ungerade, da is \

 

 

-3 -2-«-1'
= l + x :> Asymptote: y = x; ebenfalls ist x = 0, also die ->-""""3 " P
x \}

 

y—Achse, Asymptote (da 0 Polstelle ist);

lir_n f(x)=—oo, lim f(x)=oo; 10

Exhema/Wendepunkte: y‘ = 1—1/x2; y“ = 2/x3 ; y“‘ = —6/x4
2—

y‚=x 21:0 => x1=—1‚X2= l;y“(—l)=—2<O => —1 ist Maximumstelle, H(-l/-2);
)(

        
 

y“(l) = 2 > 0 => 1 ist Minimumstelle, T(1/2); y“ = 0 nicht erfiillbar; daher kein Wendepunkt

 

 

 

D = R, keine Polstellen, stetig; f(—x) =+=—21—— = f(x), daher
(—x) +1 x +1 “..”

liegt eine gerade Funktion vor. Keine Nullstelle. yn
lit£l f(x) = 0 , Asymptote: y = 0; „__

2x _ „ _ 2-(3x2—1) _ „, : —24x-(x2 -1) _ _3 _, _, 0 1 2“,         Extr./Wendep.. y (x2+1)2 , (x2+1)3 , (x2+1)4

y‘ = 0 => xl = 0; y“(0) = —2 < 0 => 0 ist Maximumstelle, H(O/l);
y“ = 0, 3x2 —1 = 0 => xz = —0‚577; x3 = 0,577; y“‘(—O,577) = —2,92 = O,
y“‘(0,577) = 2,92 = 0 => —0,577 und 0,577 Wendestellen, W1(-0‚577/0,75), W2(0,577/0,75)
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5.36 C)

d)

D = R, keine Polstellen, stetig; Funktion ungerade, weil

—X x
_ _ =_f .

f( x) (-xz=)+l x2+1 (x)

Nullstellenzy= 0 =l/>xxl= O;

 

 

lim f(x) = lim—=O, Asymptote: y= O;
x—>ioc x—>:toc 1+11//xx2

1-x2 _ „ _ 2x-(x2—3) ‚ „, _ 6-(—x4 +6x2 -1) _
(x2+1)2 ’ y _ (18+1)3 ’ y _ (x2+1)4

y‘ = O, d.h. l—x2 = 0 : x; = —1, X3 = ]; y“(—l) = 0,5 > 0 => —1 ist Min.stelle, T(—1/—0‚5);

y“(l) = —0,5 < 0 => 1 ist Maximumstelle, H(l/O,S);

y“ = o, Produkt—Null—Satz => x, = o, x, = -J3 = 4,732, x, = J5 = 1,732;
y“‘(0) = —6 = O, y“‘(—1‚732) = y“‘(1,732) = 0,188 = O, 0, —1,732 und 1,732 sind
Wendestellen, W1(O/O), W2(-1,732/-0,433), W3(1,732/0,433)

Extrema/Wendepunkte: y' = 

 

   

 

        

D= R, stetig; keine Polstellen, Funktion gerade, weil %
v

(_)1l)2 X2 1f —x =—= = f x .
( ) (—x)2+l x2+1 ( ) \ //

Nullstellen: y = 0 : xl = 0; °

x2: x2+1)=— 211+1=>Asymptotezy=l;lirg1f(x)=l _6 _.4 _2 0 2 4 @ 
x +

2x _ y„ = 211-318) _ y,„= 24-x-(x2—1)_
(18+1)2 ’ (18+1)3 ’ (x2+1)4_

y‘ = 0 => xz_— O; y“(0)= 2 > 0 => 0 ist Minimumstelle, T(O/O);

“=0, 1—3x2 =0=>x;=—0‚577; x.;= 0,577,
y“‘(—O‚577)= 2‚92 = 0 sowie y“‘((),577)_— —2‚92 = 0 => X3 = — 0,577 und X4 = 0,577 sind

Wendestellen, WK—O,577/O‚25), W2(0,577/0,25).

D = ]R\ { 1}; da 1 Nullstelle des Nenners, nicht aber zugleich
Nullstelle des Zählers ist; ist ] Polstelle. Funktion in D

stetig, weder gerade noch ungerade.

Nullstellen: y = 0 => x;=——O‚618; x;= 16,18

Exhema/Wendepunkte: y' =

(112 —x—l) : (x—l) = — _11 + x :> Asymptote y = x; ebenfalls
X—

 

ist die Gerade x = ] Asymptote (da 1 Polstelle ist);

lim f(x)—— lim (—%+x)= —oo , lim f(x) =
x—)—oo x—)—oo x— x —> +00

2_ _
X 2x+2 . „ .. 2 . y‘ = 0, x2 —2x +2 = 0 :> keine reellen

(x—l)2 ’ y ' (x—1)3 ’
Lösungen, daher kein lokales Extremum; y“ = 0 nicht erfiillbar :> kein Wendepunkt.

D = R\{ 1 }. 1 ist einfache Nullstelle des Nenners und zugleich des
Zählers: y(l)= O; daher ist die Definitionslücke 1 keine Polstelle.
An der Stelle 1 besitzt der Graph eine Lücke.

y= (x2 — x — l): (x—l)= x + 3; Funktion1n D stetig; weder gerade
noch ungerade. l_1}m„ f(x) —00, „1.152. f(x)

Exüema/Wendepunkte: y' =

 

Nullstellen: y = 0; x + 3 = 0 => xl = 1. Da der Funktionsgraph

eine Gerade mit einer Lücke ist, gibt es kein lokales Extremum -3 -2 -1 0 1 x
und auch keinen Wendepunkt.
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5 Anwendungen der Differentialrechnung
 

5.36 g)

h)

))

D = R\ {3 }. 3 ist einfache Nullstelle des Nenners und zugleich des

Zählers: daher ist die Definitionslücke 3 keine Polstelle. An der

Stelle 3 besitzt der Funktionsgraph eine Lücke.
y= (x3 — x2 —6x): (x—3)= x2 + 2x;

Funktion1n D stetig, weder gerade noch ungerade.

Nullstellen: y= x(x+2)= O; Produkt—Null—Satz => xl = 0; x; = —2.

lim f(x)—- limoox (x+2)=
X—)iGD

Exhema/Wendestellen: 2=x + 2, y“ = 2;

y‘ = 0 => x3 = —1; y“(—l) = 2 > 0 :> —1 ist Max.stelle, T(-l/-l); kein Wendepunkt.

D = R\{O,5}. 0,5 ist Nullstelle des Nenners und nicht
zugleich Nullstelle des Zählers; daher ist 0,5 Polstelle.

Funktion in D stetig, weder gerade noch ungerade.

Nullstellen: y =—O => x; = 4/3.

3f(x)= (3x—4): Qx'l)=szs-T)+E :> y=% ist

  

Asymptote; ebenfalls ist die Gerade x =ä— Asymptote (da

0,5 Polstelle ist); lirjr:1 f(x) = 0,5
X—) CD

Exhema/Wendepunkte: y'= (—2x512) ‚y'= (—_2_201)3 ,y‘—=O nicht möglich, daher kein lokales

Extremum. Ebenfalls ist y‘ ‘ = 0 nicht möglich, daher auch kein Wendepunkt.

D = IR\{ 5 }. 5 ist Nullstelle des Nenners und nicht zugleich
Nullstelle des Zählers; daher ist 5 Polstelle. Funktion in D

stetig, weder gerade noch ungerade.
Nullstellen. y= o, x2 + 3x— 4 = 0 =>x‚ =—4, x2= 1. f(x) =

(x2 +3x— 4): (x—5)= —5+x+8 = y= x+8 ist

Asymptote; ebenfalls ist die Gerade x—— 5 Asymptote (da 5

Polstelle ist);

lim f(x) = —oo, lim f(x) =oo;
x—>-oo

 

2— _

Exflema/Wendepunkte: y'=w- y" = 72
(x—5)2 ’ (x—5)3 ’

y‘ = 0, x2 — 10x — 11 = 0 :> x1= —l, xz = 11; y“(—l) = —1/3 < 0 => —1 ist Maximumstelle,

H(-l/l); y“(l l) = 1/3 > 0 = 11 ist Minimumstelle, T(l U25).

Da y“ = 0 nicht möglich, gibt es keinen Wendepunkt.
 

_
}

D = R\{ 1 }. l ist Nullstelle des Nenners und nicht zugleich „
Nullstelle des Zählers; daher ist ] Polstelle. Die Funktion ist stetig „
in D, weder gerade nzoch ungerade. ] \
Nullstellen: y= 0, x2 — 2x + 25= O, quadratische Gleichung, keine 0
reelle Lösung, daher keine Nullstelle.

f(x) = (x2 —2x +25) : (x2 - 2x +1) =

 

  
 

 

2i+1 3y=1 ist "
x —2x+1 _,

Asymptote; ebenfalls ist die Gerade x = 17 Asymptote (da 1 —3 -2_-1_ 0_ 1_ '2_ '3 ' 4 x 5

—48 _ „ _ 144 _

@’ y 'W’
y‘ = 0 sowie y“ = 0 nicht möglich, daher kein lokales Extremum und kein Wendepunkt.

          
Polstelle ist); li1;n f(x) = ]. Exflema/Wendepunkte: y' =
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5 Anwendungen der Differentialrechnung 

5.36 k) D = R\{4}. 4 ist Nullstelle des Nenners und nicht zugleich

1)

5.37 a)

Nullstelle des Zählers; daher ist 4 Polstelle. Die Funktion ist stetig
in D, weder gerade noch ungerade.

Nullstellen: y = O, x-(x—3) = O; Produkt—Null—Satz =>

X1 = 0, X2 = 3.

f(x) = x-(x—3) : (x—4) = i4 + x +1 => Asymptote y = x+l;
X—

ebenfalls ist die Gerade x = 4 Asymptote (da 4 Polstelle ist).

lim f(x) = —oo, lim f(x) =oo.
x—>-uo

 

x2—8x+12_ „ _ 8 _

(x—4)2 ’ y _ (x—4)3 ’
y‘ = 0, x2 —8x + 12 = 0 :> X3 = 2, X4 = 6; y“(2) = —1 < 0 = 2 ist Maximumstelle, H(2/l);

y“(6) = 1 > 0 => 6 ist Minimumstelle, T(6/9). Da y“ = 0 nicht möglich, kein Wendepunkt.

D = IR\{2}, 2 ist Nullstelle des Nenners und nicht zugleich
Nullstelle des Zählers; daher ist 2 Polstelle. Die Funktion ist stetig
in D, weder gerade noch ungerade.

Nullstellen: y = 0, x3 = 0 : xl = 0;

f(x) = x3 : (x—2)2 = x3 : (x2 —4x +4) =

Extredeendepunkte: y' =

12x—16

(x—2)2
Asymptote y = x + 4; ebenfalls ist die Gerade x = 2 Asymptote (da

2 Polstelle ist). xl_i)m„ f(x) = —c>o , xlirgo f(x) =oo .

+x+4=> 

 

x2 -(x—6) _ „ _ 24x _ „, _ —24-(3x+2) _

(x—2)3 ’ y (x—2)‘ ’ " (x—2)5 ’
y‘ = o, x2-(x—6) = o; Produkt—Null—Satz => x2 = 0, x3 = 6;
y‘ ‘(0) = 0 => noch keine Entscheidung möglich;

y“(6) = 0,5625 > 0 => 6 ist Minimumstelle, T(6/13,5)
y“ = O, 24-x = 0 :> X4 = O; y“‘(0) = 1,5 = 0 => 0 ist Wendestelle; da dort die Steigung null

ist, liegt ein Sattelpunkt vor: S(O/O)

Extrema/Wendepunkte: y' =  

Definitionsbereich: 4x — x2 = x-(4—x) muss 2 0 sein. Dies ist der

Fall zwischen 0 und 4: D = [0,4].

Funktion stetig, weder gerade noch ungerade.

Nullstellen: y = x. x -(4 — x) = O; Produkt—Null—Satz :>

X] = 0, X2 = 4.

Extrema/Wendepunkte:

y, _ 6x-2x2 _ y„ _ —2x2+12x—12 _ y„ _ -24 _

,/x-(4-x) ’ (x-4)-,/»(4-x) ’ x.(x_4)2.m ’ ° “ x

y‘ = O; 6x—2x2 = 2x-(3 — x) = O; Produkt—Null—Satz => X3 = 3; X4 = 0 ist als Randstelle kein

Kandidat für ein lokales Extremum. Randextrema: T1(0/0), T2(4/0).

y"(3) = —3‚46 < 0 => 3 ist Maximumstelle, H(3/5‚196).

y“ = 0, —2x2 +l2x —12 = 0 => X5 = 1,268; x6 = 4,732 liegt nicht in D;

y“‘(l,268) = —1,36 = 0 => 1,268 ist Wendestelle, W(1,268/2‚360)

 

 



5 Anwendungen der Differentialrechnung
 

5.37 b)

C)

(0

6)

 

 

 

     

4—x220fi1rx254 oder —25x52,D=[-2,2]. ,_ y, „
Die Funktion ist stetig; sie ist gerade, weil \ J /

f(—x)= (—x)2 -J4—(—x 2 =>:2 -\/4—x2 =f(x). \ ‘ /
Nullstellen: x|= -2, x; = 0, X3 = 2; '

Exflema/Wendepunkte: _3 _2 _1 0 1 2 x 3   
‚_ 8x-3x3 _ „ _ 6x4—36x2+32_ „, _ -6x5 +60x3—192x _

' JZ-? ’ y ' (4—>:2)3/2 ’ y _ (4—x’W2 ’
y‘ = 0, 8x—3x3 = x-(8—3x2) = 0 => X4 = 0; X5 = —1,63; x6 = 1,63; y“(0) > 0 :> T(0/0);

y“(l,63) < 0 => H;(l,63/3,08); y“(—1,63) < 0 => H2(—1‚63/3,08);
y“ = 0 :> 6x“ -36x2 + 32 = o; Substitution: u = x2; 6u2 - 36 11 + 32= 0 => u‚ = 1,085;
112 = 4,915; x2 = 1,085 => x„ = i,/IT‚= i 1,04; x„ = i,/E= 2,217 fiihrt aufx—Werte
außerhalb D. y“‘(—1,04) = 0, y“‘(1,04)=# 0 => W;(-1,04/1,85), W2(1,04/1,85),

x2 — 1 > 0, d.h. x < —1 oder x > 1, D = R\[-l, 1].Funktion stetig,

weder gerade noch ungerade.

1

\/1—)(2

lim f(x)=oo,lin|1f(x)=oo; li111 f(x)=—oo, lim f(x)=ao;
xl—‚——

 

Nullstellen: +x=0, 1 = x; l—x2 :> X; =— 1,27; 

Asymptoten: y= x, x = -1‚ x = 1;
2

Extrema/Wendepunkte: y' = 1 __ " . „ 2x +1
‚ y =—— ;2 /2

(x2 —1)3/2 (x _1)5

= O, (x2—1)3’2= x; Lösung durch gezieltes Probieren oder mit Rechnersofiware: xz = 1,52;

y“(x;) > 0 => T(1,52/2,39); y“ = 0, 2x2 + 1 = 0 reell nicht erfiillbar :> kein Wendepunkt

5 + 10x —x2 z 0; 5+10x-x2 = 0 fiir x‚ = —0,48 und x; = 18,48;
dazwischen ist 5 + 10x - x2 z 0 :> D = [- 0,48; 10,58]. Funktion y
stetig, weder gerade noch ungerade.

Nullstellen: x;=—,—048; xz_— 10,58; X3: 1

Exhema/Wendepunkte:
‚_ 16x-2x2 _ „ _ 2x3 -30x2 +60x+80_ „, _ —360x—900

,/5+10x_x2 ’ y (5+10x-x"-)3/2 ’ y _ (5+10x—x2)5/2 ’
y‘= 0; 2x-(=8—x) 0=x1= 0; x;=8;

y“(0) > 0 3=> T(0/-2,24), y“(8) < 0 => H(8/32, 1);
y“ = 0, 2x3 — 30112 + 60x + 80= (), Lösung durch gezieltes Probieren
oder mit Rechnersofiware : X4: —0‚90; x5= 3,61; x6_— 12,30, nur

x5_— 3,61 liegt1n D; y“‘(3,61) @ W(3,61/13,8)

 

 

 

x2 - 4 2 0 = D = R\]-2, 2[. stetig; Funktion stetig und

gerade. Nullstellen: y = 0; \/x2 +4 = «(x2 _4 ;

x2 + 4= x2 —4, keine Lösungen 3 keine Nullstellen;
‚11-1.er f(x): 0, Asymptote: y= 0° _ 0 _8 _4 _2 0 4 x 0

Extrema/Wendepunkte: y'= " y"- 4 4
+ ;

\/11)2{\/x2—_(x2+4)3/2 (x2 —4 ”

y‘=0; " x-2+\/x+4 X°\(X —4; x42+4x =x4—4x2;8x2=0=>x1=0,nicht

x2+4= x2—4

im Definitionsbereich D; Randextrema: Hl(—2/2,83); H2(2/2,83);

y“ = 0 nicht möglich :> kein Wendepunkt
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5 Anwendungen der Difi'erentialrechnung
 

5.37 0

5.38 3)

b)

G)

x/(x—2)ZO => (1)X20und x>2,alsox>2 sowie
(2)x$0undx—2<O,alsox$0;

kurz: D = R\]O‚ 2], lim f(x) = f(0) = 0 ; lim f(x) = co ,
x—>O- x—>2+

Funktion stetig, weder gerade noch ungerade.

Nullstellen: y = 0 : xl = 0;

lirin f(x) = 1, Asymptote: y = 1 sowie die Gerade x = 2;      -8 -4-20 4 „0

—l x—2 _ „ 2x—l x—2 _

(x—2)2 . x , _ x-(x—2)3 x

y‘ = 0 :> X; = 0, nicht in D 3 kein lokales Extremum, jedoeh T(0/0) als Randextremum;

y“ = 0 => X4 = 0,5; X3 = 2; beide Werte nicht in D :> kein Wendepunkt.

 Exhema/Wendepunkte: y' =

 

 

 

D= [O, 21t]; Funktion stetig, stets positiv oder null. ;-5

Nullstellen: y = 0; sin x = 0 :> X = 0, n, 21c; 1 ‘

Exüema/Wendepunkte: /\\ / \
. . 0 5 ’

y‘ = s1n(2x); y“ = 2eos(2x); y“‘= — 4s1n(2x) ' \

y‘ = 0 :> 2x = O, n, 21t, 31t, 41t; x= O, 1t/2, n, 31t/2, 21t;          0 1 2 3 4 5 6 x 7

y“(0) > 0 : T1(0/0), y“(1t/2) < 0 => H‚(g/1), y“(1t) > 0 => T2(1t/O), y“(31t/2) < 0 => H2(37"/1)‚

y‘ ‘(21t) > 0 2 T3(21t/0); T1 und T3 sind eigentlich Randextrema (da am Rand des Definitions—
breichs liegend) und keine lokalen Extrema.

y“ = 0 :> 2x = n/2‚ 3n/2, 5n/2, 7n/2; x = n/4‚ 3n/4‚ 5n/4, 7n/4; y“‘(n/4) == 0 => Wn(%/%)‚
y“‘(31t/4)$ 0 => w,(3—41£ %), y“‘(5n/4) = 0 => W3(57" %), y“‘(7n/4) == 0 => W4(77" %)

D = [O, 2712]; Funktion stetig. 25
Nullstellen: cos(2x) + cos x = cos2x — sin2x + cos x = 0 y 2

cos2 x — (l—coszx) + cos x = 0; u = cos x; 1115
2u2+u—1=0 => u1=0,5;u2=—1; 05

cos x = 0,5 => x1= n/3; x; = 51t/3; cos x = —1 => X3 = n;

Extredeendepunkte: '0_'?

y‘ = —2-sin(2x) —sin x; y‘ ‘ = — 4cos(2x) — cos x; -1.5

 

y“‘ = 8osin(2x) + sin x;
y‘ = —4sin x-cos x — sin x = 0; sin x-(—4cos x —1) = O; Produkt—Null—Satz:
sin x = 0 = x = O, n, 21t; —4cos x — 1 = 0; cos x =—0,25 :> X = 1,823; 4,460;

y“(0) < 0 => H1(0/2), y“(1t) < 0 => Hz(1t/O); y“(2n) < 0 => H3(21t/2);

y“(1,823) :» T|(l‚823/-1,125)‚ y“(4,460) => T2(4,460/-1,125); H1 und H3 sind Randextrema;

y“= — 4cos(2x) — cos x = — 4-(cos2x —sin2x) — cos x = O, — 8-cos2x — cos x + 4 = 0, u = cos x

usw. => cos x = —0,772; x = 2,453; 3,830 bzw. cos x = 0,647; x = 0,887, x = 5,417;

Wendestellen, weil dort y“‘# 0: W1(0‚867/0,486), W2(2,453/-0,579), W3(3,830/-0,579)‚
W4(5,417/0,486)

D = [O, 21t]; stetige Funktion.

Nullstellen: y = 0 in D nicht möglich, da cos x nur zwischen Y

1t/2 = 1,58 und 31t/2 = 4,71 negativ ist und dies nur bis —1

möglich ist. Exüema/Wendepunkte:
y‘ = 1— sin x; y“ = —cos x; y“‘ = sin x;

y‘ = 0 :> X = 1t/2; y“(1t/2) = 0 :> keine Entscheidung;

y“ = 0 :> X = 1t/2 = 1,58, 31t/2 = 4,71;

y“‘(1,58)# 0 :> 1,58 ist Wendestelle; da hier Steigung null
ist, liegt ein Sattelpunkt vor: S(1,58/1,58) "
y“(4,71))# 0 => W(4,71/4,71)

A
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5 Anwendungen der Differentialrechnung
 

5.38 d)

5.39 3)

b)

 

 

 

    

D = [O, 21t]; Funktion stetig, stets positiv oder null; 15 —\
_ _ _ _ y / \Nullstellen: y — O; 1 — cos x — 0, cos x —1 :> X — O, 211; 1 \

Extrema/Wendepunkte: 0 5 ‚/ \
, sin x „ 1 J— ,„ —sin x ' \
=————; =——- l—cosx, =—

y 2-Jl—cosx y 4 y 841—cosx 0 1 2 3 4 5 ;      
)(

y‘=0,sinx=0 => x=0,n;2n;daaberfürx=0

sowie für x = 21r. auch der Nenner «}1—cosx null ist, muss dort nicht y‘ gleich null sein! Regel

von de l‘Hospital: lim __s_12x_ ="9"= limL=i.
x—>0+ 2-Jl—x 0 x—>0+ -sin x/Jl—cos x 2

sin x 0 ]
Entsprechend g11tam rechten Rand. x11)r2r11t_ 2-J1——x 0 J5 .

y“(n) = —0,354 < 0 => H(1t/ J2 ). An den Stellen x = 0 und x = 211: befindet sich jedoch jeweils

ein Randminimum: T1(O/O), T2(21t/0).

y“= 0 :> X = 0, Zu:; dies sind jedoch die Randstellen von D. Wendestellen sind jedoch im
Inneren eines Definitionsbereichs definiert; daher kein Wendepunkt in D.

 

D = ]R; stetig; weder gerade noch ungerade;

Nullstelle: y = 0 => xl = O;

lir_n f(x) = —oo‚ lim f(x) =O (Regel von de 1’Hospital);

Asymptote: y = 0 (x-Achse);
Extredeendepunkte:

 

y'=(l—x)-e"‘ ; y"=(x—2)-e"‘; y'"=(x—3)-e"‘; y‘ = 0;1—x=0=x;=1;

y“(l) < 0 :> H(1/0‚368), y“ = o; 2—x = 0 = x, = 2; y“‘(2) == 0 => W(2/0,271).

D = R; stetig; weder gerade noch ungerade;

Nullstelle: y = O; xl = O;

lir_n f(x) = 00 , lim f(x) =O (Regel von de 1’Hospital);

 

Asymptote: y = O (x-Achse);

Extrema/Wendepunkte: '1 ° 1 4 x
y' =(2x—x2)°e"‘ ; y" = (x2 —4x+2)—e'x ; y" = (—x2 +6x—6)e"‘

y‘ = O; x-(2—x) = 0 :> X; = 0; X3 = 2; y“(0) > 0 : T(O/O); y“(2) < 0 => H(2/0,541),

y“ = 0, x2 —4x + 2 = 0 => X4 = 0,586; xs = 3,414; y“‘(0,586) = 0 => W.(O,586/0‚191),
y“‘(3,414) = 0 :> W2(3‚414/0,384).

 

D = R; stetig; weder gerade noch ungerade; '

Nullstelle: y = 0, e“" = €”; Multiplikation mit e2x ergibt

e" = 1 => xl = O; ' x
xl_i’mmf(x)=—oo‚ xliraf(x)=0; [

Asymptote: y = 0 (x-Achse); ‘

Exhema/Wendepunkte: y' = —2 - (ex — 2)- €“ ; y” = 2 - (ex -— 4)- €“ ; y'" = —2 - (e" — 8)- e“2x ;

y‘ = 0; e" — 2 = 0 :> X; = In 2 = 0,693; y“(0,693) < 0 => H(O,693/0‚5);
y“ = 0, e4 = 4 : X3 = In 4 = 1,386; y“(1,386) # 0 => W(1,386/0,375)
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5.39 d) D = [O, oo[; stetige Funktion. y Ä
Nullstellen: y = 0, sin x = 0 :> x = 0, n, 21c, , 03 / \

‚EEE, f(x) =0; Extema/Wendepunkte: 0.2 \

y‘ = e"‘-(cosx — sin x); y“ = —2-e"‘-cos x; 0.1 ‘

y“‘ = 2(cos x + sin x)e"“
y‘=0;cosx—sinx=0;tanx=lz> ° 1 2 3 5 7x
x = 0,785; 3,927; 7,069; 10,21; usw. "“

g)

h)

 

 

 

          
y“(0,785) < 0 => H1(0,785/0,322); y“(3,927) > 0 => T1(3,927/-0,014); y“(7,069) < 0 =>

H2(7,069/0‚00060); y“(10,21) > 0 => T(10,21/—0,000026)

y“ = 0; cos x = 0 :> X = 1,571; 4,712; 7,854 usw. i n, y“‘ = 0 : W.(l,571/0,208);

W2(4,712/—0,00898), usw.

 

 

D= [O, oo[; stetige Funktion; y

Nullstellen: cos(2x) = 0; 2x = 1t/2, 31t/2, 51t/2, 1

x = 1t/4, 31t/4, 51r/4, , lim f(x) = 0 ;
x—->+w 05

Exüema/Wendepunkte: y‘ = —e"‘-[cos(2x) + 2-sin(2x)]; \

y“ = e"‘-[4sin(2x}—3cos(2x)]; 0 {Is 4 5 x        y“‘ = e"‘[l Loos(2x) + 2-sin(2x)];
y‘ = 0, cos(2x) + 2—sin(2x) = 0; tan(2x) = —0,5 :> 2x = —0,464+1t = 2,678; 5,820; 8,961; 12,10

usw.; x = 1,339; 2,910; 4,481; 6,051 usw.; y“ > 0 => T1(1,339/-0,234); T2(4,481/—0,010);

y“ < 0 :> H1(2,910/0,049); H2( 6,051/0,0021);

y“ = O, 4-sin(2x)—3cos(2x) = 0; tan(2x) = 0,75 :> 2x = 0,644; 3,785; 6,927; ...;

x = 0,322; 1,893; 3,463; ; y“‘ = 0 => W1(0,322/0,580); W2(1,893/—0,120); W3(3,463/0,025)

  

D = ]0, oo [; stetige Funktion. y "
Nullstellen: = 0; xl = 0 liegt nicht in D; 3

ln(2x) = 0; e "(z” = e°; x; = 0,5. 2

lim f(x) = lim ln(2x) ="3"= lim 1/x = 0 (Regel von
x—>O+ x—>O+ l/x oo x—+0+ _ 1/x2

 

de I’Hospital), lim f(x) =oo;

Extrema/Wendepunkte: y‘ = 1 + ln(2x); y“ = l/x; y“‘= —l/x2

y‘ = o; ln(2x) = -1; e'“(2’° = e" :> x3 = 0,184; y“(0,184) > 0 => T(0,184/-0,184);
y‘ ‘ = 0 nicht möglich :> kein Wendepunkt

D = ]0, oo [; stetige Funktion.

Nullstellen: y = o; 1 + In x = 0 => x‚ = l/e = 0,368; "
li1})1 f(x) =— oo , lim f(x) =0 (Regel von de 1’Hospital);

Exhema/Wendepunkte:
y‘ = —ln x /x2; y“ = (21n x — 1)/x3; y“‘ = (5—61n x)/x4;

y‘ =0; lnx=0:>xz= l;y“(l)<0=H(l/l);
y“ = 0;2-1n x =1:> X3 = 1,649; y“‘ = 0 : W(l,649/0,910)

D = [O, 1t/2 [; stetige Funktion.

Nullstellen: y = 0 => x‚ = 1,293 (Lösüng durch gezieltes y
Probieren oder Rechnersoftware);

lim f(x) =— oo ; Asymptote x = 1t/2;
x—>1:/2—

Exüema/Wendepunkte: y‘ = l — tan x; y“= —1/cos2x;

y‘ = 0 = x; = 1t/4 = 0,785; y“(0,785)<0 => H(0,785/0,439), _2
y“ = 0 nicht möglich :> kein Wendepunkt

-1 
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5 Anwendungen der Differentialrechnung 

5.40

5.41

5.42

5.43 a) Scheitel n2ach Abbildung: S(O/1) V

8) y'=2x; y"=2; P1(1/1)1y'=2;y"= =0‚179;!( =—
(1+4)3/2

= 0,02852
P 24: =—2(/ ) K +16)3/2

2
, . — " = 2; K =—=

x (1+1)3/2

— —1/4 = 0 228
(1+1/15)3/2 ’

II 1 ' 1 " 1 l/4
—; =——; P 11 : =—; =-—; =———-—2-JI y 4_x3/2 1(/) Y 2 y 4 !( (1+1/4)3/2

P,(2/JE): y'=0,354; y"=—0,088; 1<=—0,074
d) Da y“ = O, ist bei einer Geraden fiir alle Punkte K = O.

yrzcosx;y"=_sinx; =%:y=l;y'=o;yn=_l; K=——=—

a) Im Scheitel hat die Krümmung ein Extremum..

‘ = e"; y“ = e"; K(X) =—(°; )„2 ; Ä__)g.1_2_ezx
l+e

—10-e3x+ex ‘_ 2x_„),/2 , !( —0,1—2-e —0 =

Y

„ 4 _ eSx

]( =

(l + e

x = 0,5-ln 0,5 = — 0,347; K“(— 0,347) < 0 => — 0,347 ist

Maximumstelle; Scheitel S(—0,347/0,707); !( = 0,385; r =

y„=_i_ K(X)= —1/x2 : x _

x2 ’ (l+l/xz)3/2 (x2+1)3/2 ,

_ . — K‘ = O, 2x2—1 = 0 :> x = 0,707;
1c' 2x2 —1 K„_ 9x—6113

(x+_)” (x2+)’_—”
1c“(0‚707) > 0 => 0,707 ist Minimumstelle; die negative

Krümmung & hat an der Stelle x = 0,707 ein Minimum, der Betrag

von 1c besitzt dort ein Maximum.

Scheitel S(0,707/— 0,347); x = — 0,385; r = 2,60

. _ _ 1 ‚

’ y sin2 x ’ 1

1/sm x 1 _

(l+l/tan2 ‚();/2: sin2 )( cos3 x

1c‘=—cosx;tc“ =sinx; 1<‘=0 =>x=1t/2=1,571; “1

1c“(1,571) > 0 :> 1,571 ist Minimumstelle von K; der Betrag von 1c [ \

besitzt dort ein Maximum. Scheitel S(1,571/ 0); K = —l; r = 1 '2

 

2,60

 b ’=l°) y x.

 
siehe 3)

 c) y'=  tan X

sin3 x 3 . y
-cos x = —smx ; 1

}
0
)

 
 1c(x)-—

 

      

2(_3x—
'Y(0)=1;Y‘(0)=0;

(_.+1D’)’
 

y=l y=fl

(x—+1)”y
“ 0 =—2, KO =—_2——=—2;r=1;M0/0,5 ' .‘y () ( ) (1+0)„, ( ) .,

—1 -0.5 0' 0.5 1
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5 Anwendungen der Differentialrechnung
 

5.43 b) Scheitel nach Abbildung: S(0/1);
y! = _x _e—x1/2‚yn : (X2 _1) .e— x'/2; y(0) : O; yc(o) = O;

y“(0) = —1;1<(0)= —1/1 = —1;r = 1;M(0/0)

 

5.44 3) y‘ = 3x2 — 30x + 78; (y‘ ‘ = 6x — 30 = 0 = x = 5; wegen (y‘)“ = 6 > 0 fiir alle x, besitzt die
Ableitungsfunktion an der Stelle x = 5 ein Minimum: T(5/3); jeder Wert der Ableitung y‘
ist also > 3 und damit stets positiv => y= f(x) streng monoton steigend; der kleinste Wert der

Polynomfunktion ist mit f(0)—= 10 positiv, daher ist die Funktion fiir x > 0 positiv

b) y‘ = 3x2 — 24x + 60 besitzt als tiefstgelegenen Punkt T(4/12) daher ist y= f(x) streng monoton

steigend; der kleinste Wert ist mit f(0)= 50 positiv, daher ist die Funktion fiir x-> 0 positiv

0) y‘ = 3x2 — 30x + 72 besitzt als tiefstgelegenen Punkt T(5/—3);y‘ ist daher auch negativ, y= f(x)

daher auch streng monoton fallend und kann daher keine Kostenfunktion sein
d) y‘ = 3x2 —36x + 135 besitzt als tiefstgelegenen Punkt T(6/27), daher ist y= f(x) streng monoton

steigend; der kleinste Wert ist mit f(0)“— 100 positiv, daher ist die Funktion fiir x 2 0 positiv

5.45 a) € 23780; durchschnittliche Kosten K(1600)/1600 = € 14,86
b) K‘= 0,00003—x2 — 0,046x + 24; (K‘)‘ = 0,0006-x — 0,046 = 0 => x = 766,67; wegen

(K‘)“ = 0,0006 > 0 fiir alle x, ist 766,67 Minimumstelle von K‘;

Minimalwert K‘(766,67) = 6,37 > 0, daher ist K(x) überall streng monoton steigend

c) x = 200: K(201) — K(200) = 15,98; K‘(200) = 16;
x = 800: K(801) — K(800) = 6,40; f’(800) = 6,4
x = 1500: K(1501) — K(1500) = 22,52; K‘(1500) = 22,5

5.46 3) K‘= 0,3-x2 — 5x + 25; (K‘)‘ = 0,6-x — 5 = 0 => x = 8,33 > 0, wegen (K‘)“ = 0,6 > 0 fiir alle x
ist 8,33 Minimalstelle von K‘; Minimalwert K‘(8,33)-— 4,17 > 0; daher ist K(x) überall
streng monoton steigend; der kleinste Wert von K(x) fiir 0 < x < 20 ist 10, daher ist die

Funkt10n wegen ihrer Monotonie dort auch positiv

b) K(8)/8—= 12,65 c) Exakt: K(l 1)— K(10)= 5,6; näherungsweise: K‘(10)=_5

5.47 Bis zur Wendestelle steigende positive Grenzproduktivität, danach bis zur Hochpunktstelle

sinkende positive Grenzproduktivität , danach negative Grenzproduktivität

&) K‘=—3x2+40x+40;K”=—6x+40;K”’=—6; „
K’ = 0 => xl = 14,3; x; = — 0,93 nicht sinnvoll hier; 1500

K”(14,3) < 0 :> 14,3 ist Hochpunktstelle; 1000

K” = 0 => x3 = 6,67;
K”’(6,7) = —6 $ 0 = 6,7 ist Wendestelle

b) Wendestelle: 66,7; Hochpunktstelle: 152,0;

500

 

 

   

c) Wendestelle: 46,7; Hochpunktstelle: 102,4 zu a)

5.48 a)y(0) =5'—51 =4 m; y' = 3FEL_31[— 23—5 +;%]; tana= |y'(O)l-F—— = 0,00125 :> 01 0,07°

y" =%-x 1c =zl+;—nz)m; da y“(0) = O, ist auch x(0) = 0 b) yEI=6—giu(3sz —x3)

5.49 y(0) = ;; =2,5 m; y' = 331"['%*%%3). y. : 21531.1'x2

tan01= |y'(0)|=%L =,0001125 :> 01= 0,064°; da y“(0)= 0, ist auch x(0)= 0
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5 Anwendungen der Differentialrechnung
 

   5.50 y'= “0 (L4—6L2x2+5x4);y"— ‘“ (—12L2x+20x3);y"= “0 (—12L2+60x2).

5.51

120E-I-L _120E-I-L 120E-I-L

Größte Durchbiegung:

y‘ = O; L4 — 6L2x2 + 5x4 = O; Substitution u = x2: L4 — 6L2ou + Su2 = 0 => ul = L2/5; uz = LZ;

x2=L2/5=> xl=L/«/g; x2=L2=> x;=L.

„ q -L2 \/_5- . . 2w/g-q L4
y (L/J3) = _—07Tfi < 0 : x' = L/Jg 1st Max1mumstelle; ymax = _1W33-1_;

x; ist die Einspannstelle, wo die Ableitung y‘ null sein muss.
Wendepunkt:

y“ = O; 42-sz + 20x3 = x-(—12L2 + 20ox2) = 0 => X3 = 0 (= Auflagestelle) sowie

 

 

   

       

         

—12-L2 + 20x2 => X4 = i;_äL = 0,775 - L als Wendestelle (da dort y" = EqIOL -x = 0);

\/1—5_"10 L4 .
yW : 3750 El ’

Anstieg der Wendetangente: lkw | = | y'(x4)|= qO'L3
150 Bl

Siehe auch die Abbildungen unten, gezeichnet fiir L= 3 m, E-I = 2-106 Nm2, F = IOOOON

a) Einsetzen von x = a in beide Terme ergibt die Gleichheit

b) Fall 1: a > b: Gesucht ist das Maximum von y, definiert fiir a > b: y‘ = O;

E. 1+£_12_. I_03 x —a. & —w. fl°

L b a . b "““ \/ 3a ’ y'"°" 9E-I-b-L 3a ’

Fall 2: a = b = L/2: Kann als Sonderfall von a > b gesehen werden, wenn hier auf a = b

. . ‚ _ L _ F L3 _
erwe1tert w1rd. xmax —-2—‚ ymax - 48-E+I ’

c) Fall 3 '< b: Gesucht ist das Maximum von y, definiert fiir & < b. Man kann auch einfach a und b

L+a Fa2bz(L+a) L+a
"b h : = - — =_. _gegenu er Fall 1 vertausc en xmax b " 3b , Ymax 9-E-I-a-L 3b

a b a b a b
F=10000N F=1000ON F=10000N ‚'

d . 1 . 2 V 3 m € : ] " 2 1 3 m: 0 . ' . 2 3 m- . . . ‚x . . x = . . x
1 Ymu 1 1__ ;

2...___ . 2.‚ . . ymu 2 _ymu

&.... % "“" E! = 2-10‘ Nm2
3 myml; E! = 2-1o° Nm’ 3 my'“ ;' x“"" ' E! = 2-1o° Nm2 3 ";“; . * '

Falllza>b Fa112:a=b Fall3za<b

5.52 y = a.;x4 + a;x3 + azx2 + aux + ao; y' = 48.4)(3 + 3a3x2 + 2a;x + zu;

 

I:a4.04+a3.03+3202+31.01+ao =() 2563+64b+160=0

II: a4-44 + 33-43 + 82 42 + a1.4‘ + ao = 0 256a + 48b + 8c = 0
III: 4a.;-03 + 33.302 + 2320 + al = 0 16a + gb + 40 __. y
IV: 43443 + 3a3.42 + 2a2.4 + al = 0 ""“
V:a4-24+a3-23+a322+a1.2'+gg= 4x a=fi“—Ö“;b=—%; c=ymax

I und III => ao = 0, an = 0; damit weiters y : )’;„_6ax_(x4 —8x3 +16x2)
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5.53

5.54

5.55

5.56

5.57

y = a-x2 + b-x + c;

y‘ = 2a—x + b = 0 => Minimalstelle x„ = _.2."_
a

I:a°02+bo0+c=8

II: a-242 + b—24 + c = 12
III: 8;ng + b.xg + c = 7
I :> c = 8; Einsetzen fiir xo :

I*: 57661 + 24b + 8 = 12

—b 2
II*:a-(—) +b-(2—Z)+8= 7

2a

y=a-x2+b—x+c; y'=2a-x+b=0;
1: a-(—4)2 + b-(—4) + c = 4
11: +142 + 64 + c = 4
III: 2g-4 + b = 1 (Steigung in Q ist ])

 

y = a5'x5 + a.;-x4 + a3-x3 + az-x2 + al-x + ao;

y‘ = 5as-x4 + 43.4'X3 + 3613-x2 + 2a2-x + al

y“= 2085°X3 + 12a.;-x2 + 6a3-x + 232 ;

I: 21505 + a.;-O4 + 151303 + 61202 + a1-O + ao = 1

II: a:;-l5 + a4-14 + 83°13 + 32-12 + al.] + ao = 0

111: 5a5-04 + 43403 + 3a3.02 + 2a;—O + a, = 0
IV: 5215-14 + 4a.„13 + 3a3-12 + 2a2-1 + a, = 0
v: 20a5-03 + 12a.‚02 + 6a‚-0 + 282 = 0
VI: 2@5-13 + 1234-12 + 6a;-l + 232_ = 0

y = 83°){3 + 32°X2 + 81°X + ao;

y‘ = 333°X2 + 2a;-x + al

1: a3.03 + 3202 + a‚-0 + ao = 1
II: 33°13 + 32-12 + 81°] + ao = 0

III: 38202 + 2a‚0 + ao = 0
IV: 3eu-l2 + 2a;-1 + al = 0

I und III: ao = ], al = 0. Damit bleibt:

I*: a; + 32 =—l

H*23213 + 232 = 0

=>a3=2;a2=—3.

Alle Zeitwerte in Sekunden, alle Längen in cm.

a) y = 20-t-e'2t; D = [0; oo[; stetige Funktion.
Nullstellen: y = 0 at] = 0

Regel von de l’Hospital:

lim (t) ="Ooo" lima— lim—20 0.
tooy : t—>oo 32t =t—)oo2—.e2t :

Extrema/Wendepunkte: y’—=20-e“2t(1—2t);
y” = 80e'”+t-1);y’”= 80(3-2t)-e“”;
y’ = 0,1—2t= 0 => tz = 0,5;
y”(0‚5) < 0 => H(O,5/3 ‚68)‚

oder umgefonnt:

I*: 5763 + 24b = 4
II*: b2 = 4a
Dies ist ein nicht lineares Gleichungssystem;
I* :> a = b2/4; in II"' eingesetzt:

36b2 + 6b = 1 :> b; =—0,2697; 152 = 0,1030;
b2 fiihrt auf einen negativen Wert fiir xo, was

hier nicht sinnvoll ist.

a = -(—0‚2697)2/4 = 0,01818.
Damit lautet die gesuchte Parabel:

y = 0,01310x2 —0‚2697-x + 8

Daraus: a = 1/8; b = 0; c = 2.

Gesuchte Polynomfunktion (Parabel):

y=% x2+2

I,IllundV:am= 1‚a1=0,32=0.

Damit bleibt:

I*:as+a4+ 33 ==]

II”“: 5as + 4a4 + 383 = 0

III*: 20a5+ 12ai + 6a; = 0

=>as =—6; a4= 15; a3 =—10.

Gesuchte5Polynomfunktion:
= —6x5 +15x4 —10x3 +1

Gesuchte Polynomfunktion: y_= 2x3 — 3x2 +1.

y‘ = 6x2 — 6x; y“ = 12x — 6;

 

 

: y'(O) : —6 =_6.
(1+y'(0))3/2 (1+0)3/2 ’

)"(D _ 6 _

='(1+y(1))3/2 (1+0)3/2 _
Die Krümmungin einem Punkt einer Geraden

ist 0, da y“ = 0 einer linearen Funktion.

Im Punkt P springt somit die Krümmung K
von 0 auf—6, in Q von 6 auf 0.

 

   

 

615eriod.ischciar Gre'nzfall 5.57 &)

Ii(riechfall 5.57b)

   
y"=0; t—lO:>t3= 1;y’”(1)+0=>W(1/2‚71)
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5.57 b)

5.58 3)

b)

C)

5.59 a)

5 Anwendungen der Differentialrechnung

y(t = 4?0 -e'2’5tcsinh(l,5t) = ? -(e't —e'4t); D = [0; oo[; stetige Funktion.

Nullstellen: y = 0; e“t — e"‘“ = 0 le“, e3t = 1 => tl = O; lim y(t) = 0 .

Exflema/Wendepunkte: t-+°°

y'(t) = —339 - (e" - 4-e*“>; y"(t) = "",—° - (e“ — 16-e4‘); y"(t) = —? -(e“ — 64-e4');
y‘ = 0; e“t - 4-e"" = 0 :> t; = 0,46; y“(0,64) < 0 => H(O‚46/3,15)
y“ = 0; e" - 16—e"“ = 0 : t;; = 0,92; y“‘(0‚92) = 0 => W(0,92/2,48)

D = [0; oo[; stetige Funktion. y ‘
Nullstellen: y = O; 5-e't = 2-e'“; 5-e3t = 2; e3t = 0,4; '
ln e3t = ln 0,4; 301n e = —0,926 :> t. = 0305 ist
nicht in D; in D keine Nullstelle.

lim y(t) = 0 .

Exflema/Wendepunkte:

y’ = —-5-e't + 8-e'“; y” = 5-e't — 32-e4‘;
y’” = —5-e't +128-e'“;
y’ = 0 => tz = 0,16; y”(0,16) < 0 => H(O‚16/3,21)

y” = 0 => t3 = 0,62; y”’(0,62) # 0 => W(O,62/2,52)

D = [0; oo[; stetige Funktion.

Nullstellen: y = 0 = tl = —0,649 ist nicht in D; in D keine Nullstelle. lim y(t) = 0 .
t—)oo

 

  

 

Exkema/Wendepunkte: y’ = —7-e't + 4—e'“; y” = 7-e't — 16-e'“; y”’ = —7-e't +64-e'“;
y’ = 0 => tz = — 0,17 ist nicht in D, daher in D kein lokales Extremum;

y” = 0 :> t;; = 0,28; y”’(0‚28) # 0 => W(0,28/4‚98). Siehe Abbildung!

D = [0; oo[; stetige Funktion.

Nullstellen: y = 0 => tl = 0,462; lim y(t) = 0 .
—>ao

Extrema/Wendepunkte: y’ = e"t —16-e""; y” = —e't + 64°e'4‘; y’” = e“t — 256e'“;
y’ = 0 = t; = 0,92; y”(0,92) > 0 : T(0,92/—0,30);
y” = 0 => t3 = 1,39; y”’(l,39) = 0 => W(l,39/—0,23). Siehe Abbildung!

D = [0,21t]; unter Weglassung der Einheiten gilt:

p(t) = 5-sin t-sin(t+60°) = 9025
= 5'sin t-[sin t-cos 60° + sin 60°-cos t] =
= 5-[sin2tccos 60° + sin t'cos t°cos.60°] =
= 5-[‘/z-(l— cos 2t)-cos 60° + '/2‘Sifl 2t-sin60°] = ; ;
: 2,5'C0860° —2‚5©08(2t + 60°) : 1,25 _ 2,5'C08(2H'60°). ] .......:.......

Die Momentanleistung p(t) schwingt sinusförmig mit der

doppelten Frequenz der Wechselspannung urn den _1_

3W

2

 

 
 

 

  
Durchschnittswert u_;_ - cos 60° = 1,25, die so genannte

„Wirkleistung“.

Nullstellen: p(t) = 5osin t-sin(t+60°); Produkt—Null—Satz sin t = 0 : tl = 0 s, tz = 3,14 s

sin(t + 60°) = sin(t + 1t/3) = 0 => t3 + 1t/3 = n oder t3 = 2,09 s, L; = 5,24 s

Extrema liegen in der Mitte zwischen den Nullstellen.
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5 Anwendungen der Differentialrechnung
 

5.60 Alle Zeitwerte in Sekunden, alle Stromstärkewerte i in A (wenn nicht anders angegeben). Für alle
Funktionen gilt: D = [0; oo[; stetig in D. (00 = 100 s".

 

 

  

a) 5=25 s",5<co„,o1=96,8 s"; i= 1,03: 11(1)---
i(t) = i-e'ö't-sin(oat) = 1,03.e'25‘.s111(96,81); 6020m-A-
es liegt also eine Sinusschwingung vor, deren _400

Amplitude exponentiell abklingt, so genannter

Schwingfall. 200 -- . : :

Nullstellen: i(t) = 0; sin(96,8t) = 0 :» tl = O; ; ; ‚_—\__
12 = 11/96,8 = 0,032; 13 = 211/96,8 = 0,065; ° 2° \“ä0 ? 89 IM t
L; = 311/96,8 = 0,097 usw. ii)mi(t) =0 ; V

Extreme: i‘(t) = i -e*"-(co—cos(cot) — ö-sin(cot));
= O; -m-cos(cot) — ö-sin(cot) = 0 oder tan(cot) = (:)/8; tan(96,8t) = 3,87 =>

96,8t = 1,32; 96,8t = 1,32+ 1t, 96,8t = 1,32+ 211 usw. oder t = 0,014; 0,047; 0,079 usw.;

hier befinden sich auf Grund der Eigenschaften einer (gedämpften) Sinusschwingung
abwechselnd Hoch— und Tiefpufiktstellen.

b) 5 = 100 s", 8 = 030, so genannter aperiodischer Grenzfall: i(t)— 100te"°°‘.

Nullstellen: i(t) = 0 = „= 0; Regel von de 1Hospital: 111111(1)—.. 11111 L??„f==}1)113$ = 0.
Exhema/Wendepunkte:1‘(1)= (100 - 10 0001)e"°“; ‘i‘(t)= (1000 0001- 20 000)e"°“;
1“‘(1) = (3 000 000 - 100 000 000-t)-e"°°";
i‘(t) = 0;100 — 10 000—t = 0 : tz = 0,01 s = 10 ms; i“(0,01) < 0 => H(10 ms /368 mA);
i“(t) = O; 1000 000—t — 20 000 = 0 => t3 = 0,02 s = 20 ms; i“‘(0,02) # 0 => W(20 ms/271 mA).
Siehe Abbildung oben.

c) 5 = 125 s", 8 > 030, so genannter Kriechfall: i(t) = E-e' 125‘-sinh(75t)—= _;(e—501_e-2001)_

 

Nullstellen: i(t) = 0; 11-50" - e‘2°°' = 0 :> t‚ = 0; 111111(1) = 0.
t—>oo

Exhema/Wendepunkte: i‘(t) = % . (_ e—50-1 + 4 , e—2001 ); i“(t) = 50300 _(e—501_ 16 e;—2001)

iu ‘(t)= 2503000__e(-50-t + 64 _ e—200t ); 

 

 

 

1‘(1)= o, - + 4 . 1140“ = 0 312 = 0,0092 s = 9,2 ms; 1“(0‚0092) < 0 => H(9,2 ms/315 mA);
1“(1) = 0, e'5°" -16-e'”‘“ = 0 => 1; = 0,018 8 = 18 ms; i“‘(0,018) = 0 => W(18 ms/248 mA).
Siehe Abbildung oben.

551 a) b(=g)—, g # f, D= [0; oo[; rationale Funktionm g; b 100

b) Polstelle:fg= f; keine Nullstelle (fiir g > 0); 23
lim b(g) =-oo; lim b(g) =oo; lim b(g) =f . 40
g—> f— g—) f+ g—+ oo 20

Asymptote g = f (da f Polstelle ist).
Extrema/Wendepunkte: -20

f2 “40

b'(g) = — 2 # 0 fiir alle g :> kein lokales Extremum; —60
(g—f) -80
2f2 "1 00

b'(g) = ( 3 at 0 fiir alle g :> kein Wendepunkt fiir f > 0
g _
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5.62 Summanden: x, 10 — x

a) Zielfunktion: f(x) = x-(lO—x) = lO-x — x2, Maximumaufgabe; f ’(x) = 10 — 2x = 0 : x = 5;

f“(x) = —2; i“(5) = —2 < 0 => xmax = 5 ; zweiter Summand: 10 — 5 = 5.

Die beiden Summanden sind daher gleich, nämlich 5.

b) Zielfimktion: f(x) = x2 + (10 - x)2 = 2x2 —20x + 100; Minimumaufgabe;
P(x)=4x—2O =0 => x=5; f“(x)=4; t“(5)=—2<0=> xmin=5;
zweiter Summand: 10 — 5 = 5. Die beiden Summanden sind auch hier gleich 5.

5.63 Rechteckseiten: x, y

 

a) Zielfunktion u = 2x + 2y, Minimumaufgabe; Nebenbedingung: x-y = A :> y = A ;
X

u(x)=2x+2-£;u’=2—2-£2 =0 => x= JK; u”= 4—?;
x x x
4A A

u”«/X= >0=>x-=JÄ; -=—= A=x-.( ) (JK); mm ymln JK mm

Das Rechteck mit dem kleinsten Umfang ist daher ein Quadrat mit der Seite JK .

b) Zielfunktion: A = xoy; Maximumaufgabe; Nebenbedingung: 2x + 2y = u => y = %— x ;

A(x)= x(%—x); A’(x)= %—2x =0 :> x= ; A”(x)=—2;B
4

A”(u/4) = —2 < 0 : x,.mx = ; Ymax= _xmax : =xmax-

w
|
=

A
l
t
:3

4

Das Rechteck mit dem größten Umfang ist daher ein Quadrat mit der Seite % .

5.64 Zielfimktion: A = x-y, Maximumaufgabe;
Nebenbedinung: 2x + y = 100 => y = 100 — 2x;

 

A(x) = x(lOO—2x); A’(x) = 100 — 4x = 0 :> X = 25; x 'x
A”(x) = —4; A”(25) = —4 < 0 : xmax = 25; ymax = 100 ——2 -25 = 50. ‚__________ +” ']
Die Länge y ist doppelt so groß wie die Breite x: 50 m bzw. 25 rn y

5.65 3) Zielfunktion: A = (40+x)-y, Maximumaufgabe

Nebenbedingung: x +y + 40 + x + y = 160 :> y = 60 — x.

A(x) = (40+x)-(60 - x); A‘(x) = 20 — 2x = 0 :> x = 10;
A“(x) = —2; A“(10) = —2 < 0 : xmax = 10; ymax =60 — 10 = 50.
Die beiden Rechteckseiten sind daher 50 rn lang, das

Grundstück ist quadratisch einzuzäunen.

 

   
b) Zielfunktion: A = (40 + x)—y‚ Maximumaufgabe; .——(b—ereits aufgestellt)

Nebenbedingung: x +y+40 + x + y = 100 => y = 30 — x.

A(x) = (40 + x)-(30 - x); A‘ = —10 — 2x = 0 = x = —5; sachlich nicht möglich (man müsste 5 rn

des Zaunes wieder abreissen), es gibt daher kein lokales Maximum für x 2 0.
Randwerte: 0 s x S 30; A(O) = 40-30 = 1200; A(30) = 0. Es liegt daher ein Randextremum

bei x = 0 vor.

Daher lauten die Seiten des flächengrößten Rechtecks: 40 rn und y = 30 — 0 = 30 rn.



 

5 Anwendungen der Differentialrechnung

 

   

5.66 3) Zielfimktion: A = 2x-y, Maximumaufgabe /'\\

Nebenbedingung: )(2 + y2 = r2 :> y = \er — x2 . „ ,/'

A(x)= 2x \/12 — x2; / ‚Vi y
Vereinfachung der Zielfunktion: / [/ fi ".
Quadrieren, Faktor 4 weglassen => f(x) = xz-r2 - x4 ; H—— —"—-—=‘

f ‘(x) = 2x—r2 - 4x3 = 2x-(r2 - 2x2) = o, Produkt—Null—Satz =>

(1)2x = 0 oder x1= 0 sowie (2) r2 - 2x2 = 0 oder x2 =%5

f“(x) = 2r2 - 12x2; f“(x‚) = 2r2 > 0 :> bei xl besitzt f(x) ein Minimum;

f“(x;)= 2r2- 6r2_=- 4r2 < 0 :> bei x; besitzt f(x) ein Maximum: xm

’ 2
‚2 2 2 r l'

ymax= r —x2= r —?=5‘ 2.

Die Seiten des gesuchten flächengrößten Rechtecks sind daher r - \/_2- und %-w/E .

„/5

N
l
l
l
-
u

b) Zielfunktion: u = 4x + 2y, Maximumaufgabe. Nebenbedingung: x2 + y2 = 12 => y = \/ 12 — x2 ;

u(x)=4x+2.\/r2 -x2 ; u'=4—2—x =O=x = 3 „0,8941;
r2—x2 Jg

„ 212 „ 2r
u =—W;u (0,894-r)<0 => xmax= T? ymax= r2 —xfm =Tz,-.0447r

Die Seiten des gesuchten umfangsgrößten Rechtecks sind daher %- und % .

5.67 a) Zielfunktion: A= 2—“2r h = (x + r) - h , Maximumaufgabe

Nebenbedingung: r2 = x2 + h2 => h = Jr2 — x2 .

A(x)=(x+r)-Jrz-xz;

A'=J 2—x2 - ““” =____'2'2"2'r'x =0; r2—2x2—r-x=0 =>
]r2_x2 /r2 —x2

x, = % (x; = — r ist nicht mehr zulässig). A”——

 

 
2x2 -2rx—r2

(—r(-x)x}r2—

x„„ax = L . Die obere Seite des flächengrößten gleichschenkligen Trapezes hat die Länge r.

;A"(r/2)=—2 JE <0 :>

b) Zielfunktion: u= 2r + 2b + 2x, Maagimumaufgabe. .
Nebenbedingung:Dreieck MFC: h2 =2r2-x2 /{Fi\_x__\ \c
Dreieck FBC: b —h2 + (r- x)2 = r2- x2 + (r- x)2 = 2r2 - 2rx / ' Z 7'“\

=> b=(/2r2 —21x

!

i
i/

. ' | ‘J
u(x)=21+2‚/2r2—21x+2x;u'=2—Jrz_J5—=Oz>x=ä; r M X Ff-XB

r —r.x

» l'"\/_2_u = _ ; u“(r/2) < 0 => xmax = £. Die obere Seite des umfangsgrößten
2-(1'—11)«/r2 —r-x 2

gleichschenkligen Trapezes hat wie in a) die Länge r.

  



5.68

5.69

5.70

5.71

5 Anwendungen der Differentialrechnung

a) Zielfunktion: A = 4x-y, Maximumaufgabe.

Nebenbedingung: x2 + y2 = r2 = y = Vr2 —x2 . A(x) = 4x —«/r2 —x2 ;

Vereinfachung der Zielfunktion zu f(x) = x2-(r2 - x2);
f ‘(x) = 2r2ox — 4x3 = 2x-(r2— 2x2)— O; Produkt—Null—Satz: =>

(1) xl = 0 sowie (2) x2—— —‘/_,xf“()= 2r2 —12x;

f “(G) > 0 => xmin = 0, nicht2gefragt;

f“(r-«/E/2) < 0 ; xmax : ‘";5; Ymax : r2 _x2max : r.;/E

Das flächengrößte eingeschriebene Rechteck ist ein Quadrat mit der Seite r -J5 .
b) Zielfunktion: u = 4x + 4y, Maximumaufgabe.

. . 2 2 1 4 rNebenbedmgung: w1eoben; u(x)=4x+4-Jr —x ; u (x)=4— 2 2 =0 => x= E'JE;
l'—X

 

 =Xmax .

 

2
u„(x)=__4r—_; ufl(i'ß)=_i <O => xmax= 2'\/_2_; }'max= LN/-2- =xmaXo

(r2 —x 2 )3/2 2

Das umfangsgrößte eingeschriebene Rechteck ist wie in a) ein Quadrat mit der Seite r - JE

Zielfimktion: A = x-y, Maximumaufgabe; Nebenbedingung: ll;—y— = 5 :> y = h - 2-x;
c

A(x)= x-(h—£-x);A‘(x)=h— a-x=0 => x= —c;xA“()= —27h; A“(c/2)<O
c c

= 3,0 cm. Amax : Xmax'ymax : % = 15,0 cm2.

Das flächengrößte Rechteck besitzt die Länge 5 cm und die Breite 3 cm. Flächeninhalt: 15 cm2.

N
|
:
r

; Xmax= % =5,0cm.ymax=h' E'Xmax=

Zielfunktion: V= — —za h, Maximumaufgabe. MA-- — --ax/_;

Nebenbedingung3aus Dreieck SMA:
_ 2
MA2+h2 =s2 oder a?+h2 =s2 =>a2=252—2h2.

 

 

V(h) = v = ; . (s2 - h2) - h . Vereinfachung der Zielfunktion zu

S . 6 = . c :fi,f‘(h) —6h,F(s/J5)<O:h„„

Zielfunktion: A = 4. % .a.h‚ = 2a-h„ Minimumaufgabe.

f(h)=s2.h—h3;f*(h)=s2—3hz=o=>h=   
 2

Nebenbedingung:;— -2a h= V : h=—Y; hl h2+[3) .

2
Damit: A(a) = 2a-. 9V—+(2]2 ;Vereinfachung durch Quadrieren r

a4

2 2

zu f(a) 4a [9V2+(&) ]=36V +a4; f'(a)=—72V +4a =O =>a=J618ov2;
a 33

  

 

2 32

f"(a)=216V +12a2'f‘;(ä/18 V2)>O=> a„„„= °18-V2=8‚0m; h„„„=3 %.v =5,6m;

tan<p = —:m‘" :> (|) = 54,7°
amin /2
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2
5.72 Zielfunktion: V = n(%) -y; Maximumaufgabe. Nebenbedingung: hh;y :? => y = h— 2—x;

V(x) = 2—11 - x2 (c — x); Vereinfachung zu f(x) = x2-(c — x); f ‘(x) =2c-x —3x2= x°(20 — 3x) = 0:
-c

Produkt—Null—Satz => (l) x = 0, hier nicht von Interesse; (2) x = % ; f “(x) = 2c — 6x;

“ 2 h

5.73 3) Zielfimktion: V = n-x2-2y‚ Maximumaufgabe.

Nebenbedingung: x2 + y2 = R2 :> y = R2 — x2 .

V(x) = 21t ' x2 \/ R2 — x2 ; Vereinfachung der Zielfimktion zu
f(x) = x"—(R2 - x2); f ‘(x) = 4R2—x3 — 6x5 = 2x3°(2R2 — 3x2) = O;
Produkt—Null—Satz: => (1) xl = 0, hier nicht von Interesse, sowie

(2) x;= %„/E ; f“(x)= 12R2-x2—30x“;

f“(RJE/3)<O :>me= %-J€;y„‚„= \/R2 —x3„„ = %«/3 .Zylinderradius: %-J€;

Zylinderhöhe: % . JE .

 

b) Zielfunktion: 0 = 21t-x2 + 41vx-y, Maximumaufgabe. Nebenbedingung wie oben.

_„_(R2_2x2) =0° x- R2 —x2 = 2x2—R2°O(x)= 21t-x2 + 41r-xx/Rz - x2 ; O‘(x) = 41t—x + 4m
R —x

Quadrieren und u = x2 :> 5u2— 5r2u + r4 = O; ul = 0,7236'r2; uz = 0,2764or2; daraus:

xl = 0,851-R; X2 = 0,526—R; X3 = —x1, X4 = —xz; eine negative Lösung ist sachlich nicht sinnvoll;
x; erfith nicht die Probe der Wurzelgleichung!

_ 3 _ 2
O“(x) = 4n +M; O“(O‚8Sl-R) < 0 => x,.„„ = 0,851-R; y,..„ = 0,526—R.

(R2 >°/2
Zylinderradius: 0,851—R; Zylinderhöhe: 2'ymax = 1,051oR.

c) Zielfunktion V = % ox2o(R + y), Maximumaufgabe.

Nebenbedingung: x2 + y2 = R2 :> x2 = R2 — y2. ,._

V(x) : % '(R2 _ y2)-(R + y); Vereinfachung zu f(Y) = (R2 — y2)-(R + y); _.

 

  
f ‘(y) = R2 - 2R-y - 3y2 = 0 => y' = 5 ; y2 = —R ist sachlich nicht

3

sinnvoll; f “(y) : _6y _ 2R; f “(RB) < 0 => Ymax = R Xmax 2R.ß ; Kegelradius: 2R;/5 ;3 ; 3

Kegelhöhe: R + ymax = % .

  

5.74 Umfang des Basiskreises des Kegels = Bogenlänge b;

21t-x = pl -(360 - oz) :> a. =360-[1— 5].
180 r

Zielfunktion: V = g - x2 -y , Maximumaufgabe;

 

Nebenbedingung: y = \/ r2 — x2 ;
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V(x) = % . x2 —V 12 — x2 ; Vereinfachung der Zielfunktion zu f(x) = x"-(r2 — x2);

f ‘(x) = 21113o(2r2 — 3x2) = O; Produkt—Null—Satz :> x1= 0 (nicht von Interesse), x;=

x3 = _ x2 ist sachlich nicht möglich; f “(x) = 12-r2-x2 - 30-x4; f “(x2) < 0 : x„‚„ =

11 „ = 360 -[1 — XL°"] = 66‚1°. Maximales Fassungsvermögen beim Mittenwinkel 01 = 66‚1°.
r

 

   

5.75 a) Zielfunktion: 0 = 2a2 + 4a-h, Minimumaufgabe _.*__—_""""i

h
Nebenbedingung: V = a2-h = 1 dm3 => h = 1/a2; '

O(a) = 2a2 + 4/a; O‘(a) = 43 — 4/a2 = 0 :> a = 1 dm; O“(a) = 4 + 8/a3; a

O“(l) > 0 => Grundkante amin = 10 cm; Höhe hmin = am; d.h. die Dose 3

hat die Form eines Würfels

b) Zielfunktion: A = 32 + 4a—h, Minimumaufgabe; Nebenbedingung: V = a2oh = 1 dm3 => h = l/a2;

O(a) = a2 + 4/a; O‘(a) = 2a- 4/a2 = 0 = a = %/2 = 1,26 dm; O“(a) = 2 + 8/a3;
0“(%/2 ) > 0 => Grundkante am". = %/2— 1,26 dm; Höhe hmm = 31/4 = 0,63 dm

e) Zielfunktion: 0 = 2°1t 1'2 + 2-7t r h, Minimumaufgabe

Nebenbedingung: V = ‘n r2 h = 1 dm3 => h = —2 ;
1C'l'

 

O(r) = 2.11- r2 + 2/r2 usw., r„„„ = 3, /-21— = 0,54 dm; h„„„ = 2r„„„ = 1,08 dm
11

d) Zielfunktion: 0 = 11 r2 + 2-1t r h = 11 r —(r+2h), Minimumaufgabe;

Nebenbedingung: V = n r2 h—_ 1 dm3 usw. rmm = 3\/I = 0,68 dm; hmin = rmin
11

5.76 Mit t > 0 ist auch t2 minimal; t2 = _ % = éb ist minimal, wenn sin2a maximal ist. Der
g-s1n a-cosa g-sm 20.

Maximalwert eines Sinus ist ]; sin2a—_ 1 :> 201—_ 90°; also 01 = 45° .

Lösung über Ableitung: f(a)—_ ___“ f‘a(): _2005 201

 

= O, cos2a = 0 :> 01 = 45° usw. 

_sin2 201

5.77 a) Zielfunktion: U = x + 2y, Minimumaufgabe

Nebenbedingung: A = x°y = 1 => y = %; u(x) = x + 3 ;
X

 

u‘(x)= 1—2/x2=0 => x= JE; u“(x)=4/x3; u“(J2)>0 =>

x„„„= J2 m=l,4l m, y„„„= %«/2 m=0‚71 m
 

2
b) Zielfunktion: u = 2a = 2- [%) + h2 , Minimumaufgabe

 

Nebenbedingung: A = Th =1 :> h = 3.
X

u(x) = 2. [%)2 +(3)2 ;Vereinfachung der Zielfunktion zu
X

x 2 2 2 1
f(x) = (—) +(—)= X°2 +4x2usw., xmi„= 2 m; hmm: ] m.

2 x 4

Seitea= «ll+l =«/2= 1,41 m
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c) Zielfunktion: u = x + 2y + % - 1t - x , Minimumaufgabe

 

1 n
 

  
 

 

Nebenbedingung: A=x-y+%°xz=l => y=——E°x;
x

u(X)=x+3—E-x+loat-x= 3+x-(l+£) usw. ‘ y
x 4 2 n 4

2 l n x
xmin=2— m=1,06m; ymin=;—g-x=0,53m

. g x2
5.78 x=vo-t-cosa => t= ; E1nsetzenzy= x-tana——-z——z— =x-(...)=O;(...)=>

vo-cosa 2 vo-cos a
2

x = V—° - sin 2a = Wurfiweite w(a) als Zielfunktion; Vereinfachung der Zielfunktion: f(a) = sin2a;
g

f ’(0L) = 2°COS2(I = 0 :> a = 45° (weitere Lösungen nicht von Interesse); f ”(cc) = —4-sin2a;

f ”(45°) < 0 :> amax = 45°

 5,79 Zielfunktion: E = L . sm“’ , Maximumaufgabe. Die Zielfunktion kann als Funktion der Höhe h

 

2r
ausgedrückt werden. Nebenbedingungen geben den Zusammenhang von sin<p bzw. r mit h an:

h

/ 2 2
r2=h2+502 bzw. sin<p=fi= . E(h)=L-%=L-%.

‘ h2+32 h +50 (112+502)3
, 24125049) „ 6ho(h2 -3750)

E h =L-— =O => h= 41250 =35 cm. E h =L——;
( ) (h2 +502)5/2 ( ) (h2+502)7/2

E“(35) = -0,00000016 < 0 :> hmax z 35 cm.. Die Lampe sollte also in einer Höhe von etwa 35 cm

aufgehängt werden. Führt man die Rechnung ohne festen Wert fiir a, so erhält man hmax = % .

5.80 Zielfunktion: E =@+Ä02 ; Minimumaufgabe; vereinfachte Zielfunktion:

  
 

 

 

x (20—x)

f"(x) =% + (201_2x)4 ; f ”(8,85) > 0 => xmin = 8,85 m

5.81 tanu : 3, tanß =@; tan<p = tan(a —ß)= tana—tanß = h.x ; /‚;;'ff
x x l+tana-tanß x2 +a-(a—h) xip(‚'/"

(p ist (fiir 0 < (p < 1t/2) maximal, wenn tan<p maximal ist.
2

f'(x)=_al(_albl__x_ —0

[x2 +a-(a—h)]2 _

 

 Vereinfachte Zielfunktion: f(x) =+;
x +a-(a—h)

2 . _

=> x=‚/a-(a—h) @ 149 cm; f”(x)=2xififl ; f“(149) <o : x‚„„z 149 cm
[x2+a-(a—h)]3
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5.82

5.83

5.84

5.85

5.86

5.87

+btana=a—tanß=— tan<p=tan(a— ß)= tana—tanß _ a-x

x l+tan a-tanß _ x2 +b-(a+b)
 ;mist(fiir0<cp<n/2)

x .

x2+b-(a+b)’

. _ 2 2_ _
f'(x)=fiiä2_x_=o :> X: ‚a-(a+b)zl,9m; fn(x)=2x.[x 3b(3+b);

[xz+b-(a+b)]2 xz+b°(a+b)]3

f“(l,9) < 0 => xmax = 1,9 rn

maximal, wenn tancp maximal ist. Vereinfachte Zielfunktion: f(x) =

t ist die Zeit des Läufers von A nach B; Zielfunktion:

t = l . [«]202 + x2 + x/302 + (100 — x)2 ], Minimumaufgabe;
c

 

 

 

vereinfachte Zielfunktion: f(x) = \/202 + x2 + \/302 + (100 — x)2 ;

100-—x _ x2 _ (100-x)2
=0, _ ’

./x2—x—+400 „]„2 _200x+10900 x2+400 x2—200x+10900

400 900
2 “ ;

(x2 +400)3/ (x2 —200111+10900W2
f“(40) > 0 => xmin = 40 m. tan(90°—oc) = 20/xmax = 0,5 :> 01 = 63,5°;
tan(90°—ß) = 30/(100—x„„„) = 0,5 => [3 = 63,5°. 01 = [3 bedeutet das Reflexionsgesetz.

t ist die Zeit des Läufers von A nach B; Zielfunktion: t-— cl—l-xl402 + x2 +—12-302\/ + (60— x)2

Minimumaufgabe; t ‘(x)=;— 60_x =0; da sin01=x/V4O2 +x2 und
cl- 402+x2 c2-\/302+(60—x)2

sinß = (60 — x)/\/302+(60 — x)2 folgt daraus das Brechungsgesetz sinoc/sinß = c1/cz.

Der Winkel 01, fiir den L = x + y = a/cosa + a/sina kürzestmöglich ist, bestimmt die Länge jenes
längsten Balkens, der gerade noch um die Ecke gebracht werden kann.

x2 + 160x —8000 = 0f'(x)-  

 => X1 = 40; X2 = —200 sachlich nicht möglich; f"(x) =

 

. | . o o ' Sin3 a_cos3 “

Z1elfunkt1on: L(oc) = a/cosa + a/s1na; M1n1mumaufgabe. L (01) = a -—— = 0 :
sin2 01-cos2 a

sin3oc — cos3a = 0, tan3oc = ], tanoc = l : 01 = 45°.

Statt die zweite Ableitung zu bilden und damit 01 = 45° als Extremalstelle zu bestätigen, kann man
auch mit dern Vorzeichenwechsel von L‘(a) bei 01 = 45° argumentieren: Für 0 $ 01 S 90° ist

sinoc < casa, wenn 01 < 45°, und sina > cos01, wenn 01 > 45°. Daher ist um 01 = 45° der Zähler von

L‘(a) und wegen des Quadrates im Nenner auch L‘(oc) selbst fiir 01 < 45° negativ, fiir 01 > 45°

positiv. L(a) fällt daher bis 01 = 45°, danach steigt die Funktion. Dies bedeutet aber gerade ein
lokales Minimum von L(a) an der Stelle 01 = 45°

Somit: 01mm—— 45° und damit ist die maximale Balkenlänge a/cos45° + a/sin45°= 2a J2

Entfernung nach t Stunden: Zielfunktion e = \/x2 + y2 mit FA?

x = 1,2 — 601 und y = 0,9 — 804, Mininumaufgabe. 900
Vereinfachte Zielfunktion f(t) = e2 = (1,2 _ 60-t)2 + (0,9 _ 80—t)2;
f ‘(t) = 20000—t — 288 = 0 :> t = 0,0144 h ; f “ (t) = 20000;

 

 f‘(0‚0144) > 0 => tmin = 0,0144 h = 52 3; cm = 420 m +——»——-——1—2—0-Ö—- -— --

. . v v +5 1 5
Z1elfunkt10n T(v) = 1 + —— —— — = ] +v—+% ,Minimumaufgabe; T’(v)-— — —— = 0 :>

12 18+ v 36 35 v2

v= 13,42 m/s; T“(v) = 10/v, T“(l3,42)> 0=> v„‚.„= 13,42 m/s =48 km/h
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5.88 Waagrechter Wurfeines Flüssigkeitsteilchens, das zur Zeit t = 0 durch
das Loch austritt: x = v't‚ y = H — h — g-t2/2 = H — h — g-x2/(2v2); ,

y = 0 => Spritzweite w = v - 1/2(H — h)/g als Zielfunktion; _" v

W=1h/fiw/2(H-h)/g=20«/(H—h)-h; H_H ..
Maximumaufgabe; vereinfachte Zielfunktion: f(h) = (H — h)-h. ' '

f(h)= H— 211 = 0 => h = I-I/2; . \ ,
f“(h)=—2;f“(h/2)<O =>h‚„„=H/2 ._W_J "

 

 

    
5.89 y ist maximal, wenn der Nenner minimal ist; vereinfachte Zielfimktion:

f(00) = (cm,2 - 002)2 + 462032 , Minimumaufgabe; f ‘(03) = 4000(262 — 0002 + (02) = 0

Produkt—Null—Satz : 00 = 0 (nicht von Interesse) sowie (0 = ‚fmä — 282 ;

f“(03) = 120)2 + 8.82 — 4-c002; f“( ‚103% — 282 ) = 8-(c002 — 282) > 0 (aus sachlichen Gründen) =>

(Dmin = ‚101% — 282 macht den Nenner minimal und dadurch 9 maximal

5.90 Sind p die Grabungskosten je Meter längs der Straße, so betragen die Grabungskosten als

Zielfunktion K(x) = pox + 2p- \/(2000 — x)2 + 5002 ; vereinfachte Zielfunktion:

f(X) = x + 2- \/(2000 — x)2 + 5002 , Minimumaufgabe; K'(x) : 1 _ 2°(2000-x)

«/x2 —4000x+4250000

500000 /2 ; K“(l7ll)=0,0026>0 =>Xmin= 1711 m
(18—4000x+4250000)3

5.91 a) Zielfunktion: Grenzkosten GK(x) = K’(x) = 0,00003x2 — 0,046x + 24, Minimumaufgabe;
GK’(x) = K“(x) = 0,00006x — 0,046 = 0 :> X = 766,7;

GK“(X) = 0,00006; GK(766,7) > 0 ; xmin % 767 Stück. Bei 767 Stück sind die Grenzkosten

am geringsten.
b) p = 15; Erlös E(x) = 15-x;

Zielfunktion: Gewinn G(x) = E(x) - K(x) = -0,00001 x3 + 0,023 x2— 9x - 3300, Max.aufgabe;

 

 
=D:

 x = 1711; K"(x)=

 

 

 

 

      

 

 

 
 

   
     
  

G’(x) = —0,00003x2 + 0,046x — 9 = 0 :> 30000 " _ '
x‚ = 230,2 sowie 312 = 1303,1; y
G“(x) = —0,00006x + 0,046; 20000
G“(230,2) = 0,032 > 0 => x„„„ = 230,2 (nicht von Koston1x x %"“° 51”
Interesse); G“(1303‚1) = - 0,032 < 0 => 1°°°° / /
x‚„ax = 1303,1; G(1303,1) = 1900. Gewlr£Goo
Bei ca. 1303 Stück ist der Gewinn mit 1900 € am größten. 0 5 1 00 1.00x\2 00

5.92 3) Zielfunktion Grenzkosten GK(x) = K’(x) = 0,3x2 — 5x + 25; Minimumaufgabe;

GK’(x) = 0,6x — 5 = 0 = x = 8,33; GK“(x) = 0,6; GK“( 8,33) > 0 => xmin = 8,33.
Bei ca. 8 Stück sind die Grenzkosten am geringsten.

b)x= 30—1,25p=>p= 24— 0,8x; ErlösE(x)= px= 24x—20,8x2;
Zielfunktion: Gewinn G(x)= E(x)— K(x)—=

= —0, 1 X'3+1,‚27x2—x— 10, Maximumaufgabe; 120 B““ E(xL/j7k
Crl’(x)=—O,3x +3,4x —1=0=

=(),3 sowie x2= 11,0; G“(x)= -0,6x + 3,4; 100 /’J “°?" "”
Gl“(0,3) > 0 => x„„„= 0,3 (nicht von Interesse); 50 G "“ 600
G“(11,0)<0=> xmax=ll;G(ll,0)=51,6. _ \\
Bei 11 Stück ist der GeWinn mit 51,6 Geldeinheiten oder 0=” 13 10 5\ x 10
5160 € am größten. _501- . -.- i
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5 Anwendungen der Differentialrechnung
 

5.93

5.94

5.95

5.96

5.97

5.98

5.99

3) Zielfunktion Grenzkosten GK(x) = K’(x) = 3x2 — 28x + 90, Minimumaufgabe;

GK’(x) = 6x — 28 = 0 :> x = 4,7; GK“(x) = 6; GK“(4,7) = 6 > 0 =.— xmin = 4,7 = 5.
Bei 5 Stück sind die Grenzkosten am geringsten

b) Zielfunktion Erlös E(x)= px—= 155x— 9x2; Maximumaufgabe; E’(x) = 155 — l8x => x= 8,6;

E“(x)=—l8; E“(8,6)<0 :> xmax= 8,6 9. 800

 

Bei 9 Stück ist der Erlös am größten. y 33
Zielfunktion Gewinn 500
G(x) = E(x) - K(x) = -x3 + 5x2 + 6511 - 145; 400
G;(x) = -3x2 +10x + 65 = 0 :> 300

=6,6, X; = —3,3 sachlich nicht möglich; 200
Gl“(x)—— —6x + 10; G“(6,6) < 0 => x„‚„, = 6,6 = 7. 100
Bei 7 Stück ist der Gewinn am größten. -100

p(x) = k°x + d; 10 = 4000-k + d; 15 = 3000-k + d :> k = — 0,005 und d = 30; p(x) = 30 — 0,005-x;

Zielfunktion Erlös E(x) = p(x)°x = 30x — 0,005x2; Maximumaufgabe;

E’(x) = 30 — 0,01x = 0 :> X = 3000; E“(x) = — 0,01; E“(3000) = —0,01 < 0 => 11max = 3000.

Bei 3000 Stück ist der Erlös am größten.

Zielfunktion: W = äh - h2 , Maximumaufgabe. Nebenbedingung: h2 = d2 — b2;

W(b) = W = ab . (d2 — b2) ; vereinfachte Zielfunktion: f(h) = b-(d2 — b2); fl

 f’(b)=dz—3b2=o=>b= d/J3;f”(b)=—6b;

f”(d/J5)<O => b,..„,= d/Jä; h„‚„= d-J5/J3;somitzb„„zh„„=l : JE

Zielfunktion P = pA-(l—cosoc)-w-(w—u)-u, Maximumaufgabe; vereinfachte Zielfunktion:

f(u) = (w—u)-u; f ‘(u) = w — 2u = 0 = u = w/2; f“(u) = —2; f “(w/2) = —2 < 0 => umax = w/2

 

a) Zielfunktion M(x) = %(L — x)- x , Maximumaufgabe; vereinfachte Zielfunktion: f(x) = (L—x)-x;

f‘(x) = L — 2x :> x = L/2; f “(x) = —2; f“(L/) = —2 < 0 => x„„ax = L/2; Mmax = qoL2/8
2

b) Zielfunktion M(x) = %x -[L —%)3, Maximumaufgabe; vereinfachte Zielfunktion:

f(x)=x—(L—xz/L); f‘(x)=L— 3x2/L=0=>x= L/J5;f“(x)=—6x/L;f“(L/.B)<oz>

.„,„=L/f=0,58L; MM“: q—7'2J—L

Gewicht des Trägers: FG = 200—x; F-x = (200°X)°2£ +0,5—3000 :

Zielfunktion F—- —i-(200x-ä— + 0,53000)=100x +@,Minimumaufgabe;
x

F‘(x)= 100—1500/x2 =o => x= J_5;F“(x)=30/x%F“(«/B)>O=>x„„= JT =3,9m

F„ = F-cosa ; F" = F-sinoc; FG = m-g; F„ = — FR = — |»(Fy — Pc); F-cos 01 = — p-(Fsinoc — m-g) =>

Zielfunktion F = ing— ; Minimumaufgabe; vereinfachte Zielfunktion: f(u) = —l—— ,
cosa+psma cosa+psm a

—(— sin a+p-cos a) f'(a) = _ 2 = O, — sin01 + p»cosa = O, sina = |.1°cosa , tana = |.1 = 0,3 :> 01 = 16,7°.
(cos o.+p-s1n o.)

Um sich die Ermittlung von f ‘ ‘(01) zu ersparen, kann man wie folgt argumentieren: Der Zähler von
f ‘(a) ändert sein Vorzeichen fiir 01 = 16,7° von — auf + und dies macht wegen des Quadrates

(positiv!) im Nenner auch f ‘(a). Daher fällt die Funktion f(u) bis 01 = 16,7° und steigt danach.

Daher befindet sich bei 01 = 16,7°ein lokales Minimtun der Zielfimktion: onmin = 16,7°.
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5 Anwendungen der Differentialrechnung
 

5.100 a) Zielfunktion: ‘I(0)) = U/[R2 + (coL-l/(mC)fi, Maximumaufgabe;
Vereinfachung der Zielfunktion durch Verwenden ihres Kehrwertes: I ist am größten, wenn der

Kehrwert, also der Nenner, f(co) = R2 + (coL-l/(coC))z, am kleinsten ist; damit liegt nun eine
. . . ° 2 l 1

M1n1mumauf abevor. f' 03 =2-L2—co———=O : 03=——;
"g () c2 3 JE

f"((o): 2L2+C—62—; f“(l/JLC)>O :> Für comin =fi ist derNenner f(co)amkleinsten

und damitl(m) am größten
2

b) Der Nenner ist bei gegebenem R, L und C am kleinsten, wenn ((DL — LC) gleich null ist.
0)

Dies ist der Fall, wenn (DL = LC oder (0 =L .
co JE

P (Einheiten weggelassen), Maximmnaufgabe.P2250+P+6-10'5.
<9'(P) : 250+P+6-10'5-P2—P-(l+12-IO‘S-P) : 250—6-10'5-P2

(250+P+6-10'5 -P2)2 (250+1>+6.10'5-1>2)2
P1 = 2041,2(die negative Lösung ist sachlich ohne Interesse); Nachweis, dass bei Pl ein Maximum

unter Vermeidung der zweiten Ableitrmg: <p‘(P) wechselt bei P1 = 2041,2 das Vorzeichen; fiir

P < 2041,2 ist-250 - 6-10'5-P2 und damit auch (p‘(P) > 0, fiir P > 2041,2 ist 250 — 6-10'5-P2 und
damit auch (pf(P) < 0; d.h. (p(P) steigt bis P1 und fällt dann; also liegt dort ein lokales Maximum:

Pmax = 2041,2 W z 2041 W.

5.102 Zielfunktion: A = y2 + 4x-y; Maximumaufgabe;

Nebenbedingung: r2 = (x + y/2)2 + (y/2)2 , x2 + xy + y2/2 — r2 :> x = —y/2 + ‚/r2 — y2/4 (die

Lösung x = —y/2 — \/r2 — y2 /4 würde bedeuten, dass x nicht positiv ist).

2 _ 2 _ _ ( 2 _ 2

A(y)=y2 +4Y'(-y/2+xlrz -y2/4)= 2y-\/4r2 -y2 -y2; A’= & 4yJ äy 24r y =0,
4r —y

8r2 -4y2 - 2y ‚;149 —y2 = o; (4r2 - 2y2)2 = y2-(4r2 —y2); 5y4 - 20-r2—y2 + 16r4 =
Substitution u = y2 : 5u2 —20—r2-u + 16r4 = 0 => u[ = 1,1056-r2 ; u; = 2,894-3; y2 = 1,1056 :>
y1 = 1,051-r (die negative Lösung ist sachlich nicht möglich); y2 = 2,89412 : y; = 1,701-r (die
negative Lösung ist sachlich nicht möglich);

xl = —yl/2+1/r2 —yf/4 = 0,3251; xz = —y2/2+\/r2 —yä/4 =—0,325r (sachlich nicht

möglich); daher kommen nur y1 und xl als Maximumstellen in Frage. Das dies der Fall ist, erkennt

man unter Vermeidung der Bildung der zweiten Ableitung daran, dass A‘(y) > 0 fiir y < y; sowie

A‘(y) < 0 fiiny«> y‚: x‚„ax = 0,3254; ymax = 1,051« . A„‚„)( = y‚2 + 4x] y] = 2,4729; AMS = ml;
A„„,„/Amis = 0,787 = 78,7%.

 5.101 Zielfunktion: ([>CP) =

 o, 250 - 6-10'5.P2 = 0 =>

 

5.103 Zielfunktion:" 'P(R) = Uä%, Maximumaufgabe. Vereinfachte Zielfunktion

2—R4Ri 1f(R)=L- f'(R =o =R= R.; f(R)=— f"(R-)=———;<O =>
(R+Ri)“ )=(R+R—i)’ (R+Ri)“ 8Ri

Rmax = Ri: maXimale Leistungsaufnahme, wenn der Verbraucherwiderstand R gleich dem
Innenwiderstand der Spannungsquelle ist.
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6 Integralrechnung

6.1 a) f(x) = 0,5-x + 2; Ax = (2—0)/4 = 0,5;

U4 = Ax-[f(0) + f(0,5) + f(1) + f(1,5)] = 0,5[2 + 2,25 + 2,5 + 2,75] = 4,75
04 = Ax-[f(0,5) + f(1) + f(1,5) + f(2)] = 0,5-[2,25 + 2,5 + 2,75 + 31 = 5,25

b) f(x) = —2x +15; Ax = (5—2)/6 = 0,5.

Die Funktion ist im Integrationsintervall nicht negativ sowie monoton fallend, daher sind fiir die

Untersumme die rechten Ränder, fiir die Obersumme die linken Ränder der Teilintervalle zu

nehmen.

U, = Ax-[f(2,5) + f(3) + + f(5)] = 0,5[10 + 9 + 8 + 7 + 6 + 5] = 22,5
06 = Ax-[f(2) + f(2,5) + + f(4,5)] = 0,5[11 + 10 + 9 + 8 + 7 + 6] = 25,5

c) f(x) = x2; Ax = (O — (—3))/5 = 0,6; im Integrationsintervall nicht negativ sowie monoton fallend;

U5 = Ax{f(—2,4) + f(—l,8) + + f(0)] = 0,6[5,76 + 3,24 + 1,44 + 0,36 + O] = 6,48

05 = Ax—[f(—3) + f(—2,4) + f(—O,6)] = 11,88
d) f(x) = 18; Ax = (2 — 0)/4 = 0,5; U4 = 0,5(0 + 0,125 + 1 + 3,375) = 2,25; 04 = 6,25

   

 

 
 
   

    

 

 

  
  

6.2 V +& . y

,. Z 3
. .3 . _ . „

. :z } f

-3 .-2 -1' 0 ‚(

Zu a) zu b) zu c)

Rechtecken, ).

 

 

 

y
1+

FT"72“3“*
:- 1 .
„...„.«„. .....„A...
E . - 1 ‘

. ‚— a- ,
   
 

zu (1)

Integration durch elementare Bestimmung von orientierten Flächeninhalten (Dreiecken,

3 . . 0 .

a) j(2x—l)dx=—£+2’SS=4 b) [(-3.x+4)dx=3.4+3—2=15
_, 2 2 _3 3 2
3 3 .

c) [(i-x-1)dx=l(i+3)-l=l d) j(-3.x—1)dx=—l(ä+3)2=—li, 3 2 3 3 1 3 2 3 3

6.3 a) b)

   X
}f(x) dx = }f(x) dx + 3[f(x) dx =
-2 -2 o

=%.(1+2).2+3.4=15

 

 

      

 

 4, _

[f(x) dx = i[f(x) dx +}f(x) dx =
-1 -1 1 -

1 1 . 31
—5-(1+3)-2—5—(5+8)-3——?



 

6 Integralrechnung
 

6.4

6.5

6.6

6.7

a) Ax = 2/n; xo = O; xl = 1-Ax;x; = 2-Ax; X3 = 3°Ax; ; x,... = Ax = (n-l)-Ax;

U,. = Ax-[f(xo) + f(x‚) + + f(xn_1)] = 2/n.[2.02 + 2.(1-Ax)2 + 2(2-Ax)2 +2-((n-1).Ax)21 =

= 2/1'1-[2-(1-2/n)2 + 2(2-2/n)2 +2-((n—1)-2/n)21 = 5 . [12 + 22 + . . . + (n -1)2]=

nn2

 
3_ 2

(siehe Lehrbuch Seite 194) = E (n])n6(2nl)-=8(2n3 3? “” =%(2 3 1 );
113 'n

Ö[2x2 dx=%- lim(2—3+—lz—)= 19
n—>co 3

b) Ax=%;un=%.[(l+o2)+(l+l2—)+ (1+22.n—)++...+(1+(n_1)2.i2)]=
n n n

3_ 2 . 3_ 2=%.[n+iz.(l2+22+.--+(n-1)2)]=%- n+%_2n 311 +n =2 (7n 6131+2n);
[[ n n n 3 3-n

 

“ n

c) Ax =%; U“ =%-[(0+02)+[1.3+12 .—47)+[2.3+22 .-32—]+...+[(n-1).3+(n-1)2.iz)]=
n n n n n n n n

2

I(l+x2)dx =3. lün(7_£+_gf)=ä

0 3 n—>uo 3

_3. _. _ _ : 2.3.n-_(n-_1) i.2_n_3;3_1123 ._n[2 (1+2+...+(n l))+fl42 -2(1+2 +n+(—n l)2)]= n [n 2 +n2 6 ).

2

=2(1—l)+5.(2—3+i); [(x+x2)dx=lim 2-(1—1)+3-(2—3+i) =2+3=fi
n 3 11 n2 0 n—>oo n 3 n n2 3 3

2 8 16 (n-1)2.n2 2 1
d) AX__ Un=;-?-[03+13+23+---+(n—l)3 =-n—4"—Z——=4' l—;+n—z ,

Z[X3 dx= 4- lim(l——+L)= 4
n—>oo n

Die Stammfunktionen unterscheiden sich nur durch eine Konstante; daher ist die Anzeige

zutreffend. a) —=L+l b) sin2x=—locoszx+l
x——1 x—l 2 2

X4 x2
a) T+C b) 7+C c) T+C d)x+C e)C

s
f) lnlxl+C g) —l+c h)—Lz+c i)"—+C j)ln|xl+C

x 2x 5

4

a) ij2dx=%.x+3+ =%-ä/x4+0=%.x.ä/;ic b) jx-V2dx=2./I+c

c) [x-V2dx=2./;+c d) jx2/2dx=% x2+C=%Jx—5+C=% x2.+/;+c

e) Ix3/4dx=f;— x4+C=—-7J;_+C=g-x-Vx—3+C

f) jx2/2dx=%.xS/2 +c=7%-%/x_s+C=%.x.ä/x_2+c g) Ix'2/3dx=3-3s/;+C

h) Ix'V6dx=g'xs/6+C=g-Q/x—S+C
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6.8

6.9

6.10

6 Integralrechnung

 

   

  

a)—cosx+C b)sinx+C c)e"+C d) l?12+C

e) (1/3) +C=-l/—3—+C=3 +C=— 1 +C
ln(l/3) ln] - ln3 - ln3 3" ln3

‚( _ (1/4)“ __4"‘f) [(1/4) dx—ln(l/4)+C— ln4+c

g)tanx+C h)—cotx+C i)arctanx+C j)arsinhx+C

)(3 33 x3
a) F(x):[x2dx=?+C;F(3)=-3—+C=IO :> C:]; F(x)=T+l

b) F(x)=fidx=—L+c; F(1)=-L+c=z => C=2; F(x)=l.(5__l_]
x3 2-x2 2.12 2 2 x2

c) F(x)=j%dx=2-Ä+C; F(4)=5=4+C :> C:]; F(x)=2«/£+l
X

d) F(x)=fe“dx=e“+C; F(O)=3=I+C => C=2; F(x)=e“+2

e)F(x)=j£’£=lnnC; F(e)=4=l+C => C=3; F(x)=lnlxl+3
X

0 F(x)=j2*dx=lz—z+c; F(l)=3=Tf—2—+C => C=O,1147; F(x)=l,4427-2“+0‚1146
“

g) F(x)=jsinxdx=—cosx+€; F(n)=2=l+C : C=l; F(x)=—cosx+l

h) F(x): Isinhxdx=coshx+C; F(—l)= 2= 1,5431 +c => C=0‚4569;

F(x) = cosh )( + 0,4569

1 ‘ "
v V /

  

C
J

 

 
 

 
 

              

  

           

 

zuh)
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6 Integralrechnung

—2 24 8
6.10 e)]1dx =[x13=[2-1]=1 ofjx-3dx =[fi]f=_l.[l_l]=ä

2 —l

g) [% dt =[1n xf = [ln 2 - 0]: 0,693 h) ] %du = [1n|u|]j'2 = [m|-1| - ln]— 2|]= —ln2
1 —2

h
)

 

      

     

    

   

   

y Y
4 1

y V
1.5 

 1

  _
_ I

             
0.5“

0 1.51: .0 1 4v5 0 .5 1.51: 0 .5 1.5t

zui) zuj) zuk) zui)

i)i) ljidt =-Hl =-[1-2]=1 ')]idv =2—[W]=2-[2-11=2
0,5t2 t 0,5 ] „l;

1 . l l

k) ß/Ydt =[%'%_4]05=%'[1'0’3971=0’452 1) [ %dt =2[JY],],= —[1—0,707]=0,586
0,5 » 0,5

6.11 ‘

'
< V

  
-2 -1

Zu a) zu b)

-2 -1 0

zu d)

X

 

a) l]e"dx =[ä[,=é-é=2,sss b)]2*dx=ln—[2",] =—112-[3- 2]: 8,656
1

w)) =‚„—(1/3)[(3)“]=—%-1=W
d) _]4-xdx =_jl[z]dx 1n(1/4)“& ]0=1;_1.[1_4]=2,164

,
v v,
 

  
 

-0.5

-1

-0.5
-1

-1.5
     

 

o 0.5 1 . 2 "5

zui) zug) zuh)

 

o 0 3/2
e) ]e"‘ dx = —[e"‘ ]_, = —[l —e]= 1,718 1) ]sinx dx = —[cosx]"’2 = —[O — l]=l

-] 0

g) 2_]Esint dt = —[cos] %" = —[l — l] = 0 h) 2_]Esint dt = —[cos]f,'t = —[l — (—l)] = —2
o „ .
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6 Integralrechnung

 
 

 

 

  
  

     
    

 

 

    

 

      

 

1.5 V a“ / y° \

V1 2.5 /

0.5 2 2
1.5

0 5 t a
-0.5- ‘ ‘

-, 0.5

-1.5 0 025 0.5 0.75x ' 0 0.5 . )(

zui) zuj) ZUR) zul)

i) [cost dt = [sin t]_„,2—- [] —(—1)]= 2 j) 2jfcost dt = [sin t]ä" = [O — O] = 0

  

—u/2

1/4 ] 1t/4=1t0/2 n/2

k) [ 2 dx =[tanx]0 l) _[dx=—[cot]„„=l
0 005 x „„sin2 x

   

‘!

   

     
  

         

 

  

 

0.5«

-2 —1 0 1 x 21 '0 1 x 0

zu m) zu 11) zu 0) zu p)
1 1

m) ö[sinhxdx = [coshx ]}, = 0,543 n) Icoshx dx = [sinhx]_'l = 2,350
-1

 

30 2
3 1 =_ :=0) j———osh2 dx =[tanhx]=o‚995 p) !sinh2xdx [cothx]l 0,276

  B
J

B
J

 6.12

  

  
           

 

  

 

  

)(
Zua) zub)

2 dx 2 °’5 dx
= tan =l‚ll b =

a) ö[l+x2 [am x]° ) ! 1-112

3 3 05
du |1+UI]2 ’ dx . 05

c) —=— ln =—0‚21 d) = arcsmx ’ =0,52
2I1"“22[ II "' ÄJl—x2 [ 10
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6 httg_gralxechnung
 

6.13

6.14

6.15

6.16

    

  

  
      

 

 
  

 
 

 

 

 

     

  

       

 

         S4 -5-4-3—2-1h0

 

 
 

        

zut) zug) zuh)

4 dx [ 2 4 2 l

e) = lnx+Vl+x ] =2,09 f) =[lnlu+du +1” =1‚76
J\/1+x2 0 -!Vu2u+1 -1

-4 -4
dh 2g) =[1ns+\/s2 - 11_1|] =o‚44 h)5 =[mln+Jn -1] =-o‚74

32"\/szsl—l .'£\/h2—l -2

a) a-Ie"dx=a-e"+C ldx2 =3-arctanx+C c) 5-Ildx=5x+C

d) l-IJ£dx-% \/_+C= —--x«/_+C e) —ä——Icosxdx=ä-sinx+€

ln2o—;.j—=—.1n|x|+cg)—ju—z=—E+c h)ln2- dex=“T" x+c

i) Ix5/2dx=7 x7z/ +C=7-x3-s/;+C j) b-

1 dx _ 1 1 Kg lnlsl
k) 55“Isian _ E; COtX+C 1)2°sin2x [ S =2sin_-—zx+C

4
X

3) 2-Ix3dx—4-dex+S-Ildx = 7—2x2+5x+C b)— [xdx—— Ildx=———++C

c) 2-ln|x|—%+C

4 2
f) I(x3+x)dx=i4-+iz-+C

a%)jx dx= I(—ä—f)dx= 4.J_—

(2112+3)2d b)

c) I(l+jfi)—(xiä+ß)dx=d

®!

3) 21;_[1dx+ dex=2u-x+"—+C
2

 
   2+2x2dx

i+l-fxdx=—x——+C

)u+2 u+2
_a-‘j'e dt= e‘+C

2 t2
ldt———- tdt=t——+C

g)] 1+r2 I- 1+r2

d) %. I(2t—l)dt=%-(t—l)+€ e) I(l+;)dx=x+3-lnlxl+€

2

g) 12-+2e2.t+c h) [0dx=C

2x;/—+ 

=21.[(4x+12+9—)c1x=—.(2x2 +12x+9-1n|x|)+c

£(2x3+xv2 +x3/2)dx=x2 +%-XoJ;+%—xzs/;+C

—2-arctanx+C

b) 2ofudu+x°jldu=uz+x-u+c

2+s _ _ l = _dj—dx-(2+s) _[xdx (2+s) ln|x|+C

e _ et 112
D “l_—ta'(IUdu+2‘ IdU)—g'[T+2U]+C

h) j1dr-2t.le'r?dr=r—2t.axctanr+c
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6 Integralrechnung
 

1
6.17 3

) Icosz

6.18

6.19

                  dx+jdx=tanx+x+€
)(

c) %-arcsinx+C d) %-arcoshx+C

a) J2-Ifidx=£j£-JF+C=-z3—ß-x- x+C

b) L' J;dx=i-JXT+C=Q°JF+C=@+C
J" 3 3

—-arsinhx+C d) e-Ie"dx=e-e”+C=e“'+Cc)‘/5 IJl—_x—dx=j5

 e) Icosi xdx= Idx=x+C t) 2 Ifin—St_cf—Stdt= 2 Icostdt= 2 sint+C
cos2 x smt

g) 2 I——Sintc°5tdt=2 Isintdt=—2cost+C h) tanx+C i) —cott+C=———+C
cos tant

 J) ffis—zt—_fi—n—tdt= [(I—S'"thdt= I(l—tan%)dt= Ildt—I(l+tanzt—l)dt=
cos t cos t

= Ildt—_[(l+tan%)dt+j°1dt=t—tant+t+C=2t—tant+€

k) Isin(t+l)dt = I(sint-cosl+sinl -cost)dt =cosl— Isintdt +sinl- Icostdt =

=cosl-(—cost)+sinl-sint+C=-cos(t+l)+C

[) Icos(t —1) dt = I(cost - 0031 + sint -sinl)dt = cosl- Icostdt +sinl- Isintdt =

=cosLsint—sinl-cost =sin(t—l)+C

  1
5n

U

v
e
U

  cb

 
  A

“      
‘        

 

   

  
  

    
     

 

              

 

-1 0 1 2 x 2 0 ‚(

Zua) zub) zuc) zud)

2 4

a) j(2x+1)dx =[x2+x]ä= b) !(4—2x)dx =[4x_x2]g=o
0

I 2 3 2 2

c) [(P—+1de = "-+x =1 d) 2["—x+idx=[(1+l)dx=[x+1n|x|]f=1,693
_] 2 6 _2 3 1 x

y 5 J

-1 u 1 2 3 4t5 2

zuf) zug) zub)
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6 Integralrechnung

_] 1:

6.19 e) j2-e"dx =2.[e*['2=0‚465 t) I(l+sint)dt =[t+cost];=n+z=s,l4z
-2 o
I II:

g) I(l—cost)dt =[t+sint]ä=ar=3,l42 h) I(sinx+cosx)dx =[cosx—sinx]f„=
0 —n

6-20 a)y(x)= j(2x-1)dx=

6.2 _

6.22

6.23

6.24

b) y(x) = [(x2 + x)dx =

  
=x2—x+C; x3 "2

y(l)=12—1+c=2 =7+7+C;
:>C=2; 13 12
y(x)=x2—x+2 y(l)=—+—+C=—2

i>02= 7/6;

_x3 x2 7

“’” ?+?+E
2

a) s(t)= I(vo —g-t)dt=v„ -t—g-%+C; s(0)=C= 10;

2
HöhezurZeitt:s(t)=vo4—g-%+10=30t—59+10

b) Größte Flughöhe sm“, wenn v = %? = s’(t) = O: s’(t) = 30 — lO-t = 0 :> t = 3 s;

smax = s(3) = 55 m. Zeitpunkt des Aufireffens am Boden: s = O; 30t — St2 + 10 = 0 :>

t. = 6,31 s; (tz = — 0,32 5 kommt sachlich nicht in Frage)

&) u=l—3x; d_u=_3 : dx=—l-du;
dx 3

3 ___. 3 __l._“_ C=_L2. _ 4[(1 3x)dx äfu du 3 4 +c (1 3x) +C

“5
b) u=3+2x; d_u=2 => dx —-du ;I(3+2x)4dx=—- Iu4du=l— ._+c=_.(3+2x)5 +C

dx 2 5

c)u=l—x; 3—-2=—1=dx=—du; «ll— xdx= —Ifdu=—— u3=—%-(l—x)-Jl—x+C

du
d) u=l—x, E_-—1 => dx=—du; I_Jll—=xdx=—Ifidu=—2-JLT+C=—2wll—x+c

a) u=2+x; d—“=l => dx=du; 2-I—dx=2-Ildu=2-lnlu|+c=2oln|2+xl+c
dx 2+x u

b) u=2x—t; £l—ll=2 => dx=ldu; Ide=l—Ildu=l-lnlul+C=lolnl2x—tI+C
dx 2 2x—t 2 z 2 2

c) u=2x-t; d—u=—l => dt=—du; ILdt=—Ildu=—lnlul+C=—lnl2x—tI+C
dt 2x—t u

d) u=a+2x; d—“=2 => dx=lodu;Za-I—l— dx=a-Ildu=a-lnlul+C=a-lnla+2xl+€
dx +2x u

              

 

du 1 1 4
a)u_x_ ;d—_ 2du——4-;+C-—;+C

b)u= 2x——;a du =2 => dx=l du°(xI—1dx=l. _l_du=_l.l+c=_ 1
d—x 2 (2x—a)2 2 u2 2 u 2-(2x—a)
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6.24 c)u=3+5x; d—i—=5 => dx %-;du 5]—

6.25

6.26

6.27

6.28

5 1=—. —du=2.JE+C=2-J3+Sx +C
\/3+5xdx 5 L/u

1 3 3/ 3 ‚
d)u=4x_l‚ dX=—‘du, 2.—;3—4x_1dx=%.IQ/_lädu=i'5. 112+C=Z'3(4x—1)2 +C

a)u= 2x+3; —=2 => dx=— du; Ie2x+3dx=.fe“ du+C=l-ezx+3+C
dx 2

b)u=—x; d—u=—l : dx=—du; Ie"‘dx=—Ie“ du=—e"+C=e"‘+C
dx

c) u=3x; d—“=3 : dx=lodu; I(e")3dx= Ie3xdx=l-Ie“ du=l-e“+C=l-e3x+C
dx 3

d) Ie3xdx—3- — “nach c), ohne Integrationskonstante; u =—3x; :> ? =—3 => dx =—5du
X

Ie'3x dx = _?eIe“ du = —% . e“3x , ohne Integrationskonstante;

I(e3x —e'3x )dx =Ie3x dx — _[e'3x dx = % - (e3x + €“ )+ C

a) u=2x; 313=2 :> dx=l-du;
dx 2

[2 „)..j=dx 200 [10“dx=100 [10“du=—lfi 10“+c:£102"+C
101111011n
 

_ ‚du _ _ ‚ . _ _ _ . 21 t :b)u-2t,d—t—2=> dt—5du,12a (a +1)-lnadt-21na (ja dt+ 3 dt)

 
u t

= 2-lna-(l- ja" du+ Ia'dt)=2-lna-( a +a—)+C=az'L +2-at +C
2 2-lna Ina

 c) ].]fo dx= [(ex +l)dx=e" +x+C

du . 1 . 1 1
d) u=3t; dt =3 : dt=——- du; Ism(3t)dt=;- s1nudu=—;cosu+C=—;-cos3t+C

=2t_1=> dt=—'d ; — =-l—- . =—l- =-l. _a) u 2 11 Isin(2t ]) dt 2 Ismudu 2 cosu+C 2 cos(21 1)+C

1 1 l 1
b =10t+ => dt=—‘d ; =—- =—- . =_. ')11 (P 10 11 Icos(10t+cp) dt 10 Icosudu 10 smu+C 10 sm(10t+cp)+C

c) u=cot+cp => dt=—l—-du; l-Isinudu=—locosu+c=—-l—-cos(cnt+(p)+c
an ca 0) (D

d) I(l—cos2t)dt=Idt—Icostht;u=21; %=2 => dt=%-du;

Idt—l— Icosudu =t;%-sinu+C=lt—%-sin(2t)+c

 a)u= 2x+4 => dx=— du; 2112 %du=tanu+C=tan(2x+4)+€
008211

b)u=21=> dt=—-du; Isinhu-—du=—woshu+C=l°cosh(2t)+c
2 2 2 2

c) u=3t => dt=%-du; Icoshu-ldu=losinhu+c=l-sinh(3t)+C

]1 1
d)u=2x=>dx=;du, L—+u2 .2—du=5arctanu+C=—arctan(2x)+C
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6 Integralrechnung 

 
 

 

6.29

6.30

  

&
“

_

- dx=f - 1 -dx; u=x- % => dx= ä-du;
2xfl .! 2 2 3 2

3'1+T 3.1+[,p\/Z)

- _ 3

1 3 1 {3 1 1 1 J?)
— —du=—- —' du=—-arctanu+C=—-arctan x- — +C

I3-Il+uzl 2 3 2 Il+u2 JE JE [ 3
3 1 1

b) Il—4x2 dx=3'I—x)—dx‚ u=2x => dx=;du‚

1

a) I3+2x2 dx :

    
 

 

 
    

    

  
    
   

3-I—lf-ldu=ä-lnlil— C=ä—ln l+2x +C=3—(lnl2x+ll-lnl2x—ll)+c
1-11 2 4 _ 4 1—2x 4

1 1
=3°—(———]d=—d; = -83 d=38—dI3°1—8x2/3 x I—(thy—3)z x 11 x / :> x \/_/_ u

12o\/%du =\/%._.1nl_ul_+“ +Cn:\/äl.1 1+xJ8/_3.‚.C=
I-1-u2 8 2 „(„/1%

_\/21_11+x\/_3 +=C__nl3+2f7x +_nc_filzf.x+3
_82 1xJ_3 3—2J6_x1_8 2J_-x—3      

   dX' u=3x : dx=—-du°‘rdxfr—m ’ 3 ’ r
a) IT—J—;de=jT(les—TZ/3_dxzjrß-Jl—(LMY dx; u=x. 8/3 :> dx= 3/8-du;

‚/5JLTJ%du=lTarcsin(x f)++C=i4ä arcsin(2—3xJ€)+c

b)jmdx=jÜü; u=2x => dx=%-du;

I—fi-%du=£—ln(u+fi)+€=l-ln(2x+m)+C

c) [\];de =IF[Ä5T_Z/z]dx= Jsz[1+(le3/—2)2]dx; u=x— 5/2 => dx=J2/_s.du;

1._1_.3 =1. ‚r—z) =L. @ / & :ßfx/l_+? J2du ngn(u+ l+u +Cl J.5_ln[x 2+1+ 2 +Cl

{ 2
= é-lnx—'Jg—t/_äz+i+cl = —{ä-ln(x-;E+JZ+Sx2 )+C mitC=C‚— 3/5—g-lnx/5

[ . = o = o '(1) ‚%.—dx: I25x1_2/21dx= J\/2.(x_5[1/2)2_1]dx,u x 5/2=>dx 1[2/5 du,

1 1 {2 1 (— 1 {5 ‚5x2
_ß'I—M' 3du:_„/s'lnu+ u2_ll+c‘=—Js°lnx° 5+ 7—1

. 2_

=é.1nfi+J_——“25"2 x.JE+J5x2—2l+c mitC=Q—é-lnfi

d)   - %arcsin3x +C

 

 

 

+Cl=

   

+C1 =€'ln
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6.31

6.32

6.33

6.34

. 2 _ l _ l _ _ _ 1 _
a) [sm xdx—5-I[l—cos(2x)]dx-;de—Icos(2x)dx]‚ u-2x :> dx—E-du,

l. x—Icosu.l-du =l- x—l-sin(2x) +C=l-[x—sinx-cosx]+C
2 2 2 2 2

_ _l. . -2.1 _L. _ _L._-. _b)u-5t+l => dt-5 du, [sm u 5du-10 [(I cos2u)du-10 [u smu cosu]+C1 _

=${(51+1)-sin(5t+1)«:os(51+1)]+0l =%—$°sin(5t+l)-cos(5t+l)+C, c=c1 + 1/10

2 _ 1 _ 1 _ _ _ 1 _
c) [cos xdx—E-I(l+cos(2x))dx-;de+Icos2xdx], u-2x:>dx-;-du,

l-[x+‚"cosu-ldu]=l-[x+l-sinu]+c=l-[x+sinx-cosx]+c
2 2 2 2 2

d) u=10t+3 ; dt=%du;-Icos2u—du=— I(l+cos2u)du=—--[u+sinu cosu]+Cl=

=i.10t+3+sin(101+3)-cos(101+3)+C =——+—-sin(lOt+3)-cos(10t+3)+C
20 ‘ 2 20
mit c = c‚ + 3/20

a)u=x/3—3zdx=3du; ]u 3du= ]jj[=(x/3- 3))]3=2—2‚37

b)u= 5+4x:dx=—du; Iu3°l—du=ig- u4}jj=%.[(5+4x)4[2‚5=371

Lösung hier leicht auch2 '
c)u=-ä-+ä=>dx=4du; Iu.4du=2.[u2k=2.[(%+ä)] =0,792; oh„es„bsfitutiom

0

d)u= x/4+5=>dx= 4du; 2 ]u3.4du=2[u4]j [—2(x/4+5)4L31=365,63

&) u=2+x => dx=du; Iul/3du =—4-u[4/3I..=—%-[(2+x)4/3]3=6,29

b) u=3—x : dx=—du; 2-]%-(—du)=—24n|ulii =—2.ln|3—xll2 =1,39

 
4

c)u=10+x=>dx=du; 3-jlz—du=—3.[l] =—3.[10i ] =0‚288
___u u x _4

d)u=3—4x; => dx=—%.du; iijiu"/2. (- %)du=——- [JE] =—%-J3—4XB’S=O‚ZOS

&) u=4x—2 => dx=%du; je“ .%du=%.[e"lj =%.[e4*'2]2=300 550,21

b)u=2x—2 :> dx=%du; I3" o%du= 2-lln3 [B“]  211n3  3[32"'2] —_,33173

_ _l .- .1 =1. _ ---=_l. 4_c) u-2x => dx—2du, „Ismu 2du 2 [ cosu]___ 2 [cos(2x)]„-O,S73

d) u = t/2; dt = 2du; T(sinu +cosu)-2du = 2 - [— cosu +sinu]jjf = 2.[— cos(t/2)+sin(t/2)] :; = 4
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6 Integralrechnung

 6.35 a) s          = _1_. I 3x 1dx , so entsteht ein Integral, bei dem der Zähler die
+

Ableitung des Nenners ist. Daher u = x2 + ]; %'1 = 2x :> dx = 2Ldu.
x x

' 5iddu=%-{[% du=l-[lnlul]=l-lnlxz+II+C=l-ln(xz+1)+C=ln4xz+l+C
u2x

dx, Typ: Zusammengesetzte Funktion mal1nnere Ableitung;*” ‘W“"?ff<x+1)?
]

u= )(2;+1 d_ux =2x 3 dx=2—lxdu, IX'u122—' =2'uI—2d_u_5.;_—Eaz+—I)+C

c) [x - \/1 + )(2 dx = —-2_[2x - \/1 + x2 dx , Typ: Zusammengesetzte Funktion mal innere Ableitung;

u= l+x2‚“—"i=2x2=dx=—du; [xoJ—o—du=— _'°s/_du=—u3/2 +C=—3-2(1+x )3/2+C

d) I,Üdx=—212—",—

u=l+x2 ; d—=2x : dx=—du; x du=ll- —du=—3—- u2/3+C=3'(1+x2)2/3+C
dx 2x 3/“2x 3/— 4 4

6.36 &) Typ: Der Zähler ist die Ableitung des Nenners;

‚( d x 1 " 1 1 „
u=l+e ;d—Z=e =>dx=;{—du; 2-I—el1—v3du=-2—I;-du=2-lnlul+C=2dn(l+e )+C

dx , Typ: Zusammengesetzte Funktion mal innere Ableitung;

b) Typ: Zusammengesetzte Funktion mal innere Ableitung;
d :

u=x2; —u=2x : dx=idu; IXoe"-Ldu=l-Ie“du=l°e" =l-e" +C
dx 2x 2x 2 2 2

c) Typ: Zusammengesetzte Funktion mal innere Ableitung;

1.Lös.variantezu = sin t; dt = Ldu ; u-cost -Ldu = Iudu = 1112 + C] = lsin2 t +Cl ;
cost cos t 2 2

2. Lösungsvariante: u = cos t;

d—u=—sint => dt=—%du; sint-u-(—%)du=— nodu=—l-UZ+CZ=—l-coszt+Cz;
dt smt smt 2 2

3. Lösungsvariante: sint-cost = %-sin 2t ; u = 2t => dt = du/2;

l. Isinu-ldu =—l-cosu+C3 =——1—-cos2t+C3;
2 2 4 4
Die Ergebnisse aller drei Lösungsvarianten unterscheiden sich nur um eine Konstante und bezeichnen
daher das gleiche unbestimmte Integral!

d) Typ: Zusammengesetzte Funktion mal innere Ableitung;u =1sint;

d—u=cost ; dt=—l—du; Iu3-costv—l—du= Iu3 du=—u4+C=—sin“t+C
dt cost cost 4 4

6.37 a) Typ: Der Zähler ist (bis auf den Faktor —1) die Ableitung des Nenners;

u : cosx :> dx = -s_1 du; Islll(— ‚1 du) = —„J%du = —ln|u|jjj = —[ln|cos xl]; = 0,347
111 )( ll Sll'l X

  

b) Typ: Der Zähler ist die Ableitung des Nenners;

   

   

u=sinx :> dx= du; ICOSX-l du= I—du=ln|ul= ln|sinxl+C
005 X u 008 X

0) Typ: Der Zähler ist die Ableitung des Nenners;

u=l+sinx => dx= ] du; Icosx.1du=I—du=lnlul=ln(l+sinx)+C
008 X 11 008 X
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6 Integralrechnung

6.37 d) Typ: Zusammengesetzte Funktion mal innere Ableitung;
Icosx 1 d 1 1 1. 1

u=smx => dx=——du; —2-
K u

 
cosx u2 u sinx

6.38 a) Isin3tdt= Isin2tosilntdt= I(l—cos2 t)-sintdt=—cost—Icos2t-sintdt;

 

u= cost :> dt=——_—du; —cost— Ju2 -sint-(—+du)=;cost+ Iu2du=„.=;
sins1nt

1 1
=—cost+3cos3 t+C=—cost+;- cos2-tcost+C=——- 2+sin2 t -cost+C

b) u=cosx =>dx=— _ u, I£ä-(——_£——du)=...=—afctanu=—arctan(cosx)+C
smx l+u smx

   c) u=sinx =>dx=
1+u2 cosx

du ; Icosx - 1 du = I—lfdu = arctanu = arctan(sin x)+C
cosx l+u

 

 

d) u=arctanx => dx=(l+x2)du; ] u2n(l+x2)du=„.=ä[ul -— [arctan2xß 0308
...l+x

du 1 u 1 2 1 2
6.39 a) u= lnx; —=— :> dx: xd;u I—-xdu= Judu=—-u =— [lnx] +C

dx x x 2 2

b) u=ln2x; d—u=l => dx=x-du; Igcxdu= [udu=l 2 =l—[ln2x]2+C
dx x 2 2

“ |/2dc) lnx _] lIl_nxdx= %[_(__ln2x)2 ]j=0’4 siehe 3)

1 )( =2 x

du 1 1
d) u=lnx; —=— :> dx= xdu; I—-xdu= I—du=lnlul+C=lnllnxl+C

dx x x-u 11

6.40 &) u=3+2x2=> dx=41—xdu;u'IÄ-idu=lf]ldu=l-[ln|u|}_jj =-i--[ln(3+2f)]‚3 =0,359

   

 

b)U=3—8x2= dx=——-d 2_x__1( du)=—— ln|u|=——- lnl3— 8x |+C
16 Ju 16_x

C)u= 31 => dt=—du; —äItan11ldu=lI-i—dänum
cosu

z=cosu=> du=— _3ld —3_sin31__lu( dz=). „=—l-lnlcos3tl+C
smu sinn 3

CDU: 3t => dt=—du; —::.].tanh3udu =—3-IS—-dinhu—du; z=coshu=> du= _ dz;
coshu smhu

1 sinhu 1 1 1 «==3‘+e‘3t 1 3t -3‚ 1 1
_. ___._ =_„=__.1 =—-ln—+C=——lne +e +—-ln—+C=
3-[ z sinndz 3 HICOSh3tI+C 3 2 3 | | 3 2  

= %-Inle'3t -(e°‘ +1]+C‚ =ä[lne'3t +ln(e6t +1)]+Cl =%-[—3t+ ln(c.=.6t +1)]+C„ C1 = C + 1n%

1
6.41 A = 2- 6Hl — x2 dx , weil Integrand symmetrische Funktion; x = sin u : dx = cos u-du;

2_Wl— sin2 uc=osudu 2 [cos2 udu= 2—2-[u+sinu cosu]_ (siehe Aufgabe6.3lc))=

= [u+sinu- \/l-—sinu] =[arcsinx+x \}1— x2:‚=]%

6.42 a)u=x,u’ =l;v’ =cosx,v=sinx; Ix-cosxdx=xsinx—Il-sinxdx= x-sinx+cosx+C
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6 Integralrechnung
 

6.42 b)u=x‚u’=l;v’=sinx,v=—cosx;

6.43

6.44

6.45

Ix-sinx dx =—x-cos x— Il-(—cosx)dx =—x-cos x+sinx+C

c) u(t)=t, u’(t)= ]; v’(t)= sin(2t); v= Isin(2t)dt =— %-cos(2t);

. t l t 1 .
It-sm2t dt=——-cos 2t——— Il-costht=-—-cos 2t+—-sm2t+C

2 2 2 4

d) u(t)=t,u’(t)= l; v’(t)=cos (t/5); v= Icos(t/5)dt=S-sin(t/S);

It-cos £dt =b53in 1— _[1-55in 1dt = 5t-sin 1+25-cos £+C
5 5 5 5 5

a)u=x,u’= l;v’=e"‚v=e”; Ix-e" dx=x-e"—Ilwe" dx= x°e"—e" +C=(x—l)e" +C

2 2" 2 2 2" 2" 1 2
b)u=x‚u’=l;v’=2“‚v=2“lln2; x-2" dx=[x=—] — 1 dx=[ [x——)] =5,297

0 oln2 0 ln2 ln2 ln2 0

x x

c)u=x‚u’=l;v’=(£) ‚v=[l) /ln—l—,
2 2 2

x _ —x _ -x _ —x -x
Ix.(l] dx=x-L—-Il- 2 dx=_iz__ 2 2+C=—;'[X+L)+C

2 ln2 ln2 ln2 (In 2) 2" -ln2 ln2
  

   

 

  

_ -s-t —s4 _ -S°t —s-t

d)u(t)=t‚u’=l;v’(t)=e's't‚v=—e's't/s; ....=tc ° —Il—[—° )dt=—ti——e2 +C
s S S S

2 e—2x

a)u=3—x;u’=—l;v’=e'“‚v=— 2 ,

1 —2x 1 1 —2x _ _ -2x —2x '

I(3—x)-e'zxdx=[(3—x)-_e - J‘(-1)-'e dx= —(3—x)e—+e— =12,83
-1 2 -1 -1 2 2 4 _1

b) u = 5 — x/2‚ u’ = —1/2; v’ = e“, v = 2-e"’2;

2 5 1 2 2 1 5 1 2
_f[5—£)-ez dx= (5—£)-2e2 —I(——)o2ezdx= (l2—x)-e2 =15‚18
0 2 2 0 0 2

0

c) u(t) = 3t + l, u’(t) = 3; v’(t) = et“, v = e'“;

j(3t+1)et+l dt- = (3t+1)-et+l - [3.et+l dt = (3t +1).e‘+' —3-e”' +c = (3t -2)-e‘+' + c

   

-2(u+l)

d) u(t) = t+2‚ u(t) = 1; v’(t) = e'2'“*"‚ v(t> = -e_?—;
l _ —2-(t+l) ' 1 _ —2-(t+l) =2-(t+l) '

j(t+2).e'2'““>dt= (t+2)— ° -[1. ° dt= -° -(2t+5) =0,718
-l 2 —l —l 2 4 —l

a) u(t) = e”, u’(t) = 2'e2‘; v’(t) = sin t, v’(t) = — cos t; Ic” -sintdt = —e2t -cost + 2- je” -costdt ;

nochmalige partielle Integration: u(t) = e”, u’(t) = 2°e2t; v’(t) = cos t, v’(t) = sin t;

I = Je” —sintdt = —e2t -cost + 2- Ic” ccostdt = —e2t -cost + 2- e2t -sint —2- Ic” -sint dt) =

= —e2t -cost+2-e” -sint—4- Je” -sint dt= —e2t -cost+2we2t 'sint—I; d.h.:

I= —e2t -cost+2e2t -sint—4-Idt => 5-I = -e2t ocost+2—e2‘ —sint oder

I= Je” -sint dt = -e2t —(2—sint—cost) +C_1_
5
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6 Integralrechnung

6.45 b) Zweimalige partielle Integration: I—_ [e4" sin(4x)dx—- —— 4"-cos(4x) — Lei" - cos(4x)dx =

u V' U V‘

e'4" [sin(4x) + cos(4x)]—I ; d.h.=—%l€“ -cos(4x) — (% e'4" -sin(4x) + Ie'4" -sin(4x)dx)4e4= — —

ex_4

2 I— — e'4" [sin(4x) + cos(4x)] oder I_ je_4" sin(4x)dx= _eT e'4" [sin(4x) + cos(4x)] + C

c) Zweimalige partielle Integration: I = I‘ll, - cosxdx e" -sinx + Ic_"i - sinx dx =
11 V' “ T

= e'" -sinx+(—e'" -cosx— Ie'" -cosxdx)= e'" -sinx—e'" -cosx—I;

e-X

d.h. -I= e'" -smx—e'" -cosx —I : I= T-(sinx—cosx) +C

d) Zweimalige partielle Integration: I= I2" -cos3tdt =T- sin 3t+ln—32-u_[2‘t -sin3t dt--
u v'

—t t

=—-sin3t+£- —2—-cos3t—£-I2"-cos3tdt =
3 3

—t —t_ 2 —t —t_ 2

= 2—-sin3t—2—lng-cos3t—M-I; d.h. I= 2—-sin3t—££-cos3t— (_ln2) -I :>
9 3 9

2—t

— —7-(3-sin3t—ln2-cos3t)+C
9+(1n2)

x2
6.46 a)u=lnx‚u’=l/x;v’=x,v=x2/2; x- lnxdx=?--lnx— 1--%dx=

X

"2 M2 X2 3 x2 3
=?lnx—T+C=—--(2lnx— l)+ C; Ix-lnxdx=[T-(2lnx—l)] =2‚94

1 1

_ _ 1/2_1 ‚_ 1 ‚_ 2 _ X3b)u—an£—lnx — —-lnx,u — —; v —x ,v— —;
2 2113 3

3 3 3

=_.l.1nx—X_+C="_-(3-1nx—1)+c
18 18

[x 2 1m/idx=_ 1nf— [—-3"_dx
2

$.

   

 

c)u=lgx=———l -lnx,u’=—1 ;v’=x3‚v= ;
ln10 x-ln10 4

4 4 4 4
Ix3-lgxdx=x—-lgx—I 1 -5—dx=x—-M— x + --(41nx—1)+C

4 x-ln10 4 4 mm 16-ln10=-161n10

d)u=x;u’=l;v’=l/coszx‚ v=ta.nx;

Sin xdx= —lnlcos xl + 6 (Typ: Zähler ist bisIc082 x dx: x--tanx— Il--tanxdx; Itanxdx= [cos

auf den Faktor —1 die Ableitung des Nenners, Substiiutionsmethode: u(x) — cos x usw )

dx =x-tanx—(—lnlcosxl)+C=x-tanx+lnlcosxl+C

 

 ! 2
CCS x

6.47 3) Zweimalige partielle Integration: [ai - cos x dx = x2 -sin x - 2 - [x - sin x dx ;

u v'

_[x smxdx x (—cosx)—Jl-(—cosx)dx=—x-cosx+Icosxdx=—x-cosx+smx+€

ll V

damit: x cosxdx x"-sinx—2-(—x-cosx+sinx)+C=(x2—2)-sinx+2x-cosx+C
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6 h1tegralrechnung

N2
6.47 b) Zweimalige partielle Integr.: IL-e" dx =x—°e" — Ix-e" dx; x°e" dx = x-e" — Il-e" dx =

2 "".' 2 “" “"?
w-* V “ V
U

x x _ . X2 X2 ex 2

=x-e —e +C; dam1t: I?-exdx=70ex—(x—e“—e“)+C=?o(x —2x+2)+C

2 2
c) Zweimalige partielle Integr.: %) osin(a x)dx = —(—’5) l . cos(a x) + ' fx -cos(a x)dx ;

b a-b2

Ix ocos(ax)dx = l—wsin(ax) —l° Isin(ax)dx = l - x -sin(ax)+—L-cos(a x)+ö; damit:
{{ —v'—J a a a a2 -

x
[[%T osin(a x)dx = _[E)2 %-cos(a x) +ä-[g - x-sin(a x) +aizocos(a x)) + C =

 = 1 -(—a2 ox2 .cos(ax)+2awsin(ax)+2-cos(ax))+€

 

 

a3 -b2

. . . . 2 —x 2-x 2 2 —x
d) Zwe1mahge part1elle Integrat10n: IL 'L = — -x +_. x . 2 dx ;

u v' In 2 ln2

—x —X "x _

L _'de=—2 — LI2"‘dx=——2———-x——2—z+C; damit:
V. In 2 1 2 ln2 (In 2)

 
—x “X —X -x

x2.2_xdx=_2 .x2+i. _L.x_2_ +C=_2_.. x2+i.x+_2_ +C;

In 2 In 2 In 2 (ln 2)2 In 2 In 2 (ln 2)2

2 _x 2
Ix2'2'xdx= —2—- x2+i-x+—2—— =0,780

ln2 ln2 (ln 2)2 ‘
1 1

2

6.48 a) Zweimalige partielle Integration: [£ .e-3x dx = _x_.e-3x +%. ß .e-3x dx =
U 11"”T" 3 "’.“

V V

2 —3x

=—Ä—'e'3x +Zo(—£°e'3x +l- Ie'3x dx)=—e—-(9x2 +6x+2)+C;
3 3 3 3 27

4 e—3x 4

x2-e'xdx= ———(9x2+6x+2) =0‚0740
0 27 0

b) Zweimalige partielle Integration: Ix2 -sin xdx = --x2
“u” =.—*

-cosx+2— x-cosxdx=

II _.»V
2-cosx+2x-sinx+2-cosx+C;=—x2 -cosx+2-(x-sinx— Isinx dx)=—x

° 0
Ix2 .cosxdx =[—x2 -cosx+2»sinx+2-cosx]_„,2 = 2—1t = —1,142

—1t/2

c) Zweimalige partielle Integration: [£ - cos£dt = 2t2 -sin£ — 4- [3 -sin1 dt =
u 2 2 „ 2

v' V'

= 2t2 -sin£-4-(—2t-cos£+2- Icos£dt)=2t2 -sin£+8-t-cos£—lö-sin£;
2 2 2 2 2 2

1! #

It2 -cos£dt= [2t2 -sinl+8-t-cosi—lö-sinl] =2,678
2 2 2 2n/2 1t/2

 

102



2 2
6.48 d) Zweimalige part. Integr.: Ix— . sin (2x + 1t/3)dx = —x— - cos(2x + 7t/3)+ 1- Ix -cos (2x + n/3) dx =3_‘ ___v'__‚ 6 3 ;; _v‚l_‚

„ v

x2 x . 1 . _
= —? ' cos(2x + 1t/3)+ E - sm(2x + 1t/3)— E° [sm(2x + 1t/3) dx —

= —%-x2 -cos(2x +n/3)+%-x-sin(2x +n/3)+ä—cos(2x +1t/3)+ C ;

1: x2 . l 2 . 1!
[? -s1n(2x + 1t/3)dx = E - [(I — 2x )- cos(2x + 1t/3)+ 2x - sm (2x + 1t/3)]0 = —0‚369
0

6.49 a) I = Icoszx dx = Icosx —cosxdx = sinx-cosx+ sin2x dx = sinx—cosx+ J(l—coszx) dx =
T —‚'—I

V

= sinx-cosx+Idx—Icoszxdx=sinx—cosx+x—I; d.h. I=sinx-cosx+x —I :>

2-1 = sin x-cos x + x oder I = Icoszx dx = % - (x +sinx-cosx)+ C .

‚_ . 2 1 1
Andere Losungsvanante: cos x = 5-[1 + cos(2x)]‚ IE ' [l + cos(2x)]dx = . ..

b) I = Isin2 1dt = Isin£-sin£dt = —2sin£-cos£+ cos2 1dt = —2sin£-cos£+ [(I—sin2 £)dt=
2 2 2 2 2 2 2 2 2

\..„..J \..„‚.J

U V

= —2-sinlccosl+ Ildt— Isinzldt =—2-sin£-cos£+ Ildt—I; d.h.
2 2 2 2 2

2—I= —2-sin£-cos£+t oder I= £—sin£-cos£;
2 2 2 2 2

"/2 t t t t "/2
Isinz—dt=[——sin—-cos—] =0‚285.
0 2 2 2 2 0

Andere Lösungsvariante: sin2 x = %-[1 — cos(2x)]‚ [% - [I — cos(2x)]dx =

c) Güstigerweise zuerst Rückführung auf Isin2 x dx durch Substitution x = 0)-t- + (p;

d—x =(» :> dt= —l—-dx : Isin2(co-t+cp)dt =l- sin2 xdx;
t 03 03

I = Isin2 xdx = Isinx —sinxdx = —sinx -cosx + cos2 xdx = —sinx-cosx + [(I —sin2 )dx =
u v'

= —sinx-cosx+ Ildx— Isin2 xdx =—sinx-cosx+x—I ; d.h. I =— sin x—cos x + x —I :>

I= Isin2x dx =%-(x—sinx-cosx)+€;

t—Grenzen in x—Grenzen umrechnen: t = 0 => x = (:)-O + (p = (p; t = n: x = (:)-R + (p;

“ 1 m-1t+cp ] 1

[Sinz(m't+(P)dt=—' ‚[Sin2 xdx =—'—°[x—sinx-cosx]$“° =
“° 0) 2

° <P

: 2i.[m'n_Sin(m'“+$)'cos(w'fl+(p)+sin(p°cos<P
]co

-Iä'“[(sin(a-t + +))2]dt.
‘sin(+ + 2-a-g)-co_s_.(+ + 2-0-n) + sin(+ä-c‚

.“ . '

I(sin(w*t*é)“2‚t‚fl‚2n)

&

 

 

PUNC 1f30
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6 Integralrechnung

6.49 d) sin(t+l) = sin t- cosl + cos tosin 1 = 0,5403-sin t + 0,8415-cos t;

[sint . (0,5403 . sint + 0,8451 . cost)dt = 0,5403- [sin2 tdt + 0,8451 . jsint - costdt ;

Isin2t dt = %(t —sint -cost)+ Cl siehe 0); Isint ocostdt = %sin2 t+ C2 siehe 6.36 c);

0,5403- sin2 tdt + 0,8451— sint-costdt = 0,5403 %(t —sint-cost)+ 0,8451-äsin2 t + C;

21: 2„

[sint - sin(t + l)dt = [0,5403-%(t — sint ocost)+0,8451%-sinz t] = 1,697
0 0

6.50 &) Iarctanxdx = arctanx-l dx = x -arctanX— I%dx . Das verbleibende Integral ist vom Typ:

T7 " “
Zähler ist (bis auf den Faktor 2) die Ableitung des Nenners; daher Substitution: u = x2 + 1 usw.

Ergebnis: Iarctanxdx = x—arctanx ——;—olnl x2 +1|+C = x-arctanx —%-ln(1tc2 +1)+C

 b) Iarcsin xdx = arcsin x -1 dx = x — arcsin x — I x dx . Das verbleibende Integral ist vom Typ:

T? Jl-x2
Zusammengesetzte Funktion mal innere Ableitung; daher Substitution: u = 1 — x2 usw.

Ergebnis: Iarcsinxdx = x - arcsinx + \/1- 112 + C

c) lnl=lnl—lnx=O—lnx=—lnx;
X

Ilnldx=—Ilnxdx=—Il£lgl dx=—x-lnx+Idx=—x-lnx+x+C=x(l—lnx)+C
x 11 «;;

1 1 1 1 xd 1 J =1 l/2=_.1 - ,/‘ =_. . =_. . __. =_. _) n x nx 2 HX, [ln xdx 2 Ilnux%dx 2 x lnx 2 [dx 2 (lnx 1)+C

4 4

j1nfidx =B.(1nx -1)] = 1,273
1 ]

 

  

 
 

6.51 &) x2—l=(x—l)-(x+l); b) x2 —x—2=0 : x.=4,x‚=2
Sx—l A B 4x—5 A B
=—+— - x—l -x+l ——=—+— x+l-x—2x2—l x—l x+l | (( )( ) x2_x_2 x+l x_2 | ( )( )

5x —1 = A-(x+l) + B-(x—l) 4x — 5 = A-(x—2) + B-(x+l)

x=l:4=2-A=>A=2; x=2: 3=B—3=B=l

=—l:—6=B-(—2) :? B=3; =—l:-9=A-(—3) => A=3
5x—1 2 3 4x—S 3 1

=—+— =—+—

x2—l x—l x+l x2—x—2 x+l x—2

c) x2 —x—6=0 => x. =—2,x2=3 d) 2x2+5x—12=2-(x2+5x/2—6);
_ 2 + _ = = =2 x+8 : A + B | (x+2)-(x-3) x 35x/120 6 OA=> x. 1;4‚ x; 3/2

x _x_2 x+2 x—3 _x‘=_+ | (x+4)-(x—3/2)
—x + 8 = A-(x—3) + B-(x+2) x2 +5x/2—6 x+4 x—3/2
—x+8=A-x—3A +B-x +2B 3x— lO=-A(x—3/2)+B-(x+4)
—x + 8 = (A+B)-x — 3A +2B

x=3/2:—11/2=B-11/2 : B=—l
Koeffizientenvergleich: x= _4, _22 __. A-(—ll/2) :> A = 4

I: A +B=—l _
11 3A+2B 8 A 213 1 3x10 4 1 4 2" = :> =" = T__=—____—=____f;—x+8 2 B x +5x/2—6 x+4 x 3/2 x+4 2x 3

3x—10 1 3x—10 2 ]
 

 x2—x—2= x+2 x—3 __=_._= _

2x2+5x—12 2 x2+5x/2—6 x+4 2x—3
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6 Integralrechnung
 

6.52 a)

b)

0)

CD

6.53 a)

b)

x3+3x2+2x=x-(xz+3x+2)=o; x1=0;x2+3x+2=0 =>xz=—2‚X3=—l
2

w=é+i+ilo(x3 +3X2+2X)

x +3x +2x X x+2 X+1

3x2 + 6x + 2 = A-(x+2)-(x+l) + B-x—(x+l) + C-x-(x+2)

x=0:2=2-A =>A=l; x=—2: 2=2B :> B=l; x=—l:—l=—C =>C=l

3x2+6x+2 1 1 1

m= x x+2 x+1
x3+5x2+6x=x-(xz+5x+6)=0; x1=0;x2+5x+6=0 =xz=—3,X3=—2

2

___x+6’;+12 =A+i+—C |-(x3 +5x2+6x)
x3+5x +_6x x X+3 x+2

x2 + 6x + 12 = A-(x+3)-(x+2) + B-x-(x+2) + Cx(x+3)
x2+6x+12 2 1 2

Einsetzenzx=0‚x=—3 sowiex=—2 :> A=2;B=l;C=—2; ___—=_+___
x3+5x2+6x x x+3 x+2

x3 + 3x2 = x2-(x + 3) = O; xl = 0 (zweifache Nullstelle); xz = —3

x2+4x—6 A B c
m=;+rz+m"<x3+3xz>
x2+4x—6=A-x°(x+3)+B-(x+3)+C-xz; Einsetzenzx=0,x=—3 sowie etwax=l:

x=Oz—6=3B=>B=—2;x=—3:—9=9C=C=—l;x=1:—1=4A+4B+C=>A=2;

x2+4x—6_2 2 1
x3+3x2 _;_x—2_X—+3

x3 + 6x2 +1 1x + 6 = O; xl = —1 kann als Nullstelle erraten werden;

(x3+6x2+11x+6):(x+1)=x2+5x+6;x2+5x+6=0 => x2=-3;x3=—2
2_ _

_x_fil_=_A_+i+i | .(x3 +6x2 +11x+6)
x3+6x2+11x+6 K+l x+3 x+2

x2 — 8x -1 1 = A—(x+3)+(x+2) + Bo(x+l)o(x+2) + c.(x+1).(x+3)
Einsetzen: x = —1, x = —3.‚ x =—2 :> A = —l, B= 11, C =—9;

x2—8x—ll 1 11 9
x3+6x2+llx+6_ x+l x+3 x+2
 

x3 + 4x2 + 4x = x°(x2 + 4x + 4) = O; xl = 0; x2 + 4x + 4 = 0 => x; = —2 (zweifache Nullstelle)
2
w=A+i+_£__ |—(x3 +4x2+4x)
x +4x +4x X x+2 (‚„.2)2

3x2 + 8x + 8 = A-(x+2)2 + B-x-(x+2) + C-x
Einsetzen: x=0‚x=—2 undetwax=l => A=2;B= 1;C=—2

3x2 +8x+8 _ 2 1 2
x3 +4x2 +4x _ X x+2 (x+2)2

 

x4 + 5x3 + 6x2 = x2-(x2 + 5x + 6) = O; xl = 0 (zweifache Nullstelle);

x2+5x+6=0 =>x;=—3;x;;=—2
_ 32x +10x+12 =A_{__B_+__C_+_D_ |-(x4 + 5x3 + 6x2)

x4 +5x3 +6x2 x x2 x+3 x+2

—2x3 +10x + 12 = A-x-(x+3)—(x+2) + B-(x+2)-(x+3) + C-x2-(x+3) + D-x2-(x+2)
Einstzenzx=0‚x=—3‚x=—Z sowieetwax= 1=> A=O, B=2‚C=—4;D=2

-2x3+10x+12 _ 2 4 +L
x"+5x3+6x2 x2 x+3 x+2
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6 Integralrechnung
 

6.53 0)

CD

6.54 3)

ID)

C)

x4 —2x2 + l = O; Substitution: u = x2;'u2 —2u + 1 = 0 : ul = ] (zweifache Nullstelle);

x2 = 1 => xl = —l‚ xz = 1 (jeweils zweifache Nullstellen)

3— _x4 7x22=__A_+ B2+C+ |(x4 —2x2+1)

x —2x +] X+1 (x+l) x—1 (x—1)2

x3 —7x - 2 = A.(x+1).(x-1)2 + B-2(x—l) + c(x+l)2-(x—l) + D(x+1)2
Einstzen:x=—l,x=l sowieetwax=0undx=2 :> A=O,B= 1,C= 1;D=—2

x3—7x-2 : 1 +L- 2
x4—2x2+1 (x+l)2 x-1 (x-1)2

xl = —2, x; = 2 (dreifache Nullstelle)

4x3 —50x+60 A B c D
—=—+—+ +
(x+2)-(x-2)3 "+2 "-2 (x-2)2 (x-2)3
4x3 —50x + 60 = A-(x-2)3 + B-(x+2)-(x—2)2 + C-(x+2)-(x—2) + D-(x+2)
Einstzenzx=—2,x=2 sowieetwax=0undx= 1 => A=—2‚B=6,C=O; D=—2

4x3 —50x+60 _ _L+L 2

 

  

  | -(x+2)-(x—2f

(x+2)-(x-2)3 "+2 "-2 (x-2)3
 

x3 — 2x2 + 2x = x-(x2 — 2x + 2) = O; x1= 0; x2 —2x + 2 = 0 => x; = l+j‚ X3 = l—j, d.h. komplexe

2x2—x+2 A Bx+C
Nullstellen; —3——2——=—+———— |—3(x —2x2 + 2x)

x —2x +2x x x2—2x+2

2x2—x+2=A—(x2—2x+2)+(Bx+C)x;
Koeffizientenvergleich: 2x2 — x + 2 = (A + B)—x2 +(C — 2A)-x + 2A

1: A+B=2 22 2 1 1
. _ X —X+ X+II.C—2A——l 3_2_=_+2_

III: 2A=2 => A=I;B=I;C=l x —2x +2x " x —2x+2

x3 — x2 + 3x + 5 = O; xl = —1 kann als Nullstelle erraten werden;

(x3 — x2 + 3x + 5) : (x + l) = x2 — 2x + 5 = 0 => xz = 1+2j; X3 = l—2j, d.h. komplexe Nullst.
2

63x +3x+13 =i+___Bx+C |(x3——x2+3x+5)

x —x2+3x+5 "+1 x2-2x+5
6x2 +3x + 13 = A-(x2 —2x +5) + (B-x + C)-(x+l); Koefl'1zientenvergleich:

6x2 +3x + 13 = (A+B)-x2 + (—2A+B+C)x + 5A+C :> A = 2, B = 4, c = 3;
6x2 +3x+13 _i+ 4-x+3

x3 —x2 +3x+5 x+l x2 —2x+5

x4 - 4x3 + 5x2 = x"(x2 —4x + 5) = o; x] = 0 (zweifache Nullstelle);
x2— 4x + 5 = 0 => x; = 2+j; X3 = 2—'‚ d.h. komplexe Nullst.

2x3—18x+35 _ A+3+_cx+D

x4 —4x3 +5x2 _ x X2 x2—4x+5

2x3 —18x + 35 = A-x-(x2 —4x +5) + B(x2 —4x +5) + (C-x + D)-x2 ; Koefi'1zientenvergleich:

2x3 —l8x + 35 = (A+C)-x3 + (-4A+B+D)-x2 + (5A—4B)-x+SB :> A = 2, B = 7, c = o; D = 1;

| (—x—4x3 + 5x2)

2x3 —18x+35 2 7 1 Maf_hcad= _ 2x3 - 18x + 35
—ÜS—-2— ; +? +TS An 1rgendemer Stelle die _-T

" ' " + " " ' "* Variable x im Bruch durch x - 4x + 5x

 

  
  

. expand 2:‘3 ' 13 ' " * 35 ] Anklicken markieren, dann 7 2 1
x -4-x +5-x 2 7 Menü _+_+

_ _ _ ‚ _ 2 x 2
x5 - 4-x+ 5 + " + x2 Symbolak/Varmble/Partzal— x x - 4-x+ 5

     

 

—18*x+35 )/(x"4—4*x“3+5*x"2 ) )
NO“: Domain Of I'Clll“ MOV N 10l' CV bruchentwicklung
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6 Integralrechnung

6.54 d) x4 + x3 — 2x = x-(x3 + x2 — 2) = 0; x. = 0; -(x3 + x2 — 2) = 0, X; = 1 kann als Nullstelle erraten
werden; (x3 + x2 —2) : (x — l) = x2 + 2x + 2; x2 + 2x + 2 = 0 = X3 = —l+j; x3 = —l—j, d.h.

komplexe Nullst.;

_"2_'?fi=fi+l+gi | ‚(x4 +x3—2x)
x“+x3 —2x x "“1 x2 +2x+2

x2 —2x _ 4 = A-(x—l)(x2 +2x +2) + B-x—(x2 +2x +2) + (C-x + D)-x-(x—l);
Koeffizientenvergleich:

x2 —2x— 4-— (A+B+C)-x3 + (A+2B—C+D)ch + (2B—D)-x—2A :> A = 2, B = -1, c = -1‚ D = 0
x2—2x—4 _2 l x

x"+x3 —2x x x—l x2+2x+2

In den Aufgaben 6.55 bis 6.60 wird die Partialbruchzerlegung nicht mehr gezeigt.
655 &) x+l2 2 +__3 ._[x2x+12 dx= d_x dx

x2—x—6__m x—3’ x——6 _2' x—+2 ""3 xT=-21nl K+2|+3Jnlx—3|+C

7 —2 l 3 7 —2 dx dx
—f—=———+—; Ix—dx=I;—x-_—l+3-I—=—-lr1|2x—1|+3 ln|x+l|+C

 

 

2x +x—l 2x—l X+1 2x2+x—l x++1

3x2—2x+1 1 1
c ———=——+— —— .xd + —_l=—l x +31 x+l +1 x——1+C
) x3—x x x+l+ x—1’I' HIS+—1(bi “' | "| | “| |

4x2—7x+2 3 1 2 4x2—7x+2 d_x_
6.56 & ——=———+—; —————dx=3 +2— —=3-1 +—1+] x——2+C

X3 _2x2 x x2 x_2 ‚[ X3 __2x2 x x2 x_2 l'4X | 1‚ll |

2_ _) 4x 126x+15 =i+_1 1 _ f4x216x+15dx=3—ln|x—ll+lnlx—2I+—l—+C
x —5x +8x—4 x—l x——2_ (x—2)2 "3x —5x2 +8x—4 X—2

2_ 2-
LP‘iL:L-%+L- IL29X_+de=lnlx—2I+_l_+2.lnlx+2|+c

(x—2) -(x+2) X-2 (x—2) x+2 (x—2) -(x+2) X—2

 

3 3+5 2+2 1 1 3 3+578+2 3
6.57 a %=3x—l+—+—- Ix2—dx=—»xz—x+lnlxl+lnlx+2l+c

x +2x X +2 x +2x 2

*“ Mathcad:

3 2
31: +51: +2 3 2
__ = __ _ +C

. 3-x3+5-x2+2 (! 2 dx 2x x+ln(x)+ln(x+2)

xi+2_x " ;( +2x

Das Gleichheitszeichen und die Konstante wurden als Text 
HIM

 

hinzugefilgt. 

 

 

 
 

3_ 3-
b)w=4x+4-—+i; dex=2xz+4x—3-lnlx—2I+2-lnlx+ll+C

x2—x—2 x—2 x+l x2—x-2

x4—x3+x—4 2 3 x"—x3 +x—4 x2
fi—=x—2+—+—ä x3—2dx=——2x+2-lnlxl—lnlx—l|+3-lnlx+2l+C
x +x —2x x x+2 +x2—2x 2

4 3 _ 2
6-58 a)3‘—;-—2]"2—+’5—5=x+3+3—i I...dx=x—+3x+2-lnlxl—2-lnlx+ll+S-lnIx—2|+C

x —x —2x x x+l x—2 2
3 2 3 2

b M=2+l+i_ 1 ' de=2x+lnx _3_ln X-2 +C
) x3—2x2 x x2 x—2 ’ ‚[ x3—2x2 | | x | |

4_ 3 _ 2

x 8x ;66x 74= — 1 +—22; [ dx="——7x+lnlx+3I——2 +C
(x—2) -(x+3) x+3 (x—2) 2 x—2
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6 Integralrechnung

   

 

2 _6.59 3) 4x ;-6x 9=_1+ 8x+6_Jf8x2dx+6 =82Ix +]'26 dx;

4x +9x x 4x2+9 4x2 +9 4x82 +9dx 4x2 +9

u= 4x2 +9; —=8x => dx=—1x;du = _"_du= 1n|u|=1n(4x2+9);
dx 4x2d"+9

—— = —x2 dx—- —du;
I4x2 +9d 9|1+(2x/3)2 Idx’

2x
dx = -—du = arctanu = arctan(—);

[9-l1+(2x/3)2 | 9|1+u2| 2 3

 

   

2 _

[“"+—6"9dxdx=—I—++jf"z+9+6 dx=—lnlxl+ln(4xz +9)+arctan—?+C
4x3 +9x

)J'12x+6x+4ddx=2 _x+J-6x+6 dx-2 d_x+ dx+ x=

3x3 +2x x 3x2+2 x 318 +2 3x2 +2d

  

= 2-lnl xl+ln(3x2 +2)+J6-arctan[x\/%J+Cx

4 2
_;dx+f dx=

—2x—l d_x 12x+2 d_x_ dx
c 2dx =—6 dx =—6 —+3 —
) I2x+x211;_x2‘[2x2+1 X x2 I2x +1 2x2 +1

=—2-lnlxl+;+3-ln(2xz +1)+ 2.arcra1;(x.ß)+cx

8x2+26 6x+12

6'60 a)Ix3—6x2+13xdX2: d_1WIxZ—6x+l3: +3I2

=2-lri xl +3-ln(x2 —6x+13)+15—arctanT+C

  dx+ —dx
x2—6x+13 Ix"—6x+l3

    

  

 

 

   

2x3 -2x2 —16x+32dx 2x—6 dx+ 2x 6
b [ dx— dx=
)] x4 —4x3 +8x2 _2x+2'[x —4x+8dx x—2 +Ix2 —4x+8 Ix2 —4x+8

= —i + ln(x2 —4x +8)4—xarctan— +C
x 2

3 _ _c } 4x2+42x 55 dx= Ä_ij dx2+fo23xl :

(x+2) -(x —8x+17) x+2 (x+2) l—8x+l7

dx

_ x+2 SJ‚(dx(2x+2) +_2x—I2 —8x+17dxJ.x2—13x+17x _

=ln| x+2 |+m+E—ln(xz —8x+17) +ll—arctar(x—4)+C

5
6.61 a)u=cos x, dx=— du; I.„ dx=—- Iu“ sinx--si—lxdx=—— Iu‘du=—loB—=-i-coss x+C

sinx 3 5 15

b) Zoweimalige partielle Integration analog wie Aufgäae6.45 b):

0j3e“"‘cos (2x) dx—— [e.'4" (sin(2x)— 2 cos(2x))]_° =0‚661
-1

2
2x+4 2x-dx dx

0 dx: +4 = ln +4 +2 arctan— =1,114
)?x2+4 j.x22+4 Ix+4[ (x2 ) 2]‚

d) u=—l-x3; dx=—idu; Ix2e“-—_lddu=—Ie“du=—e“ +C= "3/3 +C;
3 x2 X2

IIXZ -e' "3/3 dx = —[e""3/3 114 = 0,679
-1
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2

6.62 3) Ix-J3x+l dx =[%"-(3x+1)”2 —1—23-(3x+1)7/4]
]

6.63

6.64

6.65

2
= 3,560

1

b) Zweimalige partielle Integration: Ix2 -e"‘ dx = —x2 -e"‘ + 2- fx - e"‘ dx =

=—x2 -e"‘ +2-l—x-e'“ + Ie"‘ dx]=—x2 -e"‘ —2°x-e"‘ —2-e"‘ =—e'x -(x2 +2x+2)+C

c)?! ef—l3dx = [ln (e" +3)L°2 = 0,244

 
2 2 .

d) [(3 . tanhx + 2) dx = [(3. smh x + 2) dx = [3 - ln(cosh x)+ 2x]ä = 7,975
0 0 cosh x

a) Partielle Integration: [ln x ' lnx dx mit u = ln x, v’ = ln x; v durch eine weitere partielle

Integration: v= Ilnx-ldx=x-lnx—x (siehe Beispiel 6.14 d), Lehrbuch Seite 213).

Ilnx-lnxdx=lnx-(x-lnx—x)— I(x-lnx—x)-%dx=»lnx-(lnx—l)—I(lnx—l)dx=

= X°lflX°(lnX—l)— Jlnx dx+ Ildx =x—lnx-(lnx—1)—(x-lnx—x)+x+C=

= x-(ln2x—21nx+2)+c

b) IJx_—_1d—XJ;TE= [fii8dx= I(Jx—l+Jx—2)dx=%-((x—1)3/2+(x—2)3/2)+C

c) Substitution u =4x+l , dx =2-«/x+l du =2u du; [emdx =2. e" °udu, partielle Integr.

=2-(u-e“—Ie“du)=l(u-e" —e“)=2-e“-(u—l)=2em-(Jx+l—l)+C

d) I3x-ex/2dx=6—(x—2)-ex/z+C

 

a) Genauer Wert: 18,6667

n Mittelpunktsformel

2 112,52 + 3,52] = 18,5
4 0,5[2‚252 +2,752+ 3,252+3,7521 = 18,625

b) Genauer Wert: 4

n Mittelpunktsformel

2 1[0‚53 + 1,53] = 3,5
4 0,5[0,253 +0‚753+ 1,253+1,7531 = 3,875

. Trapezformel

0,5[22 +232 + 421 = 19
0,25-[22 +2.2‚52+2-32 + 2-3,52+ 421 = 18,75

 

Trapezformel

0,5[03 +213 + 231 = 5
0,25-[03 +2.0‚53+2.13 + 2-1,53+ 231 = 4,25

 

  
 

Ge11auer Wert Mittelpunktsformel Trapezformel

n=2 n=4 n=2 n=4

c) 2/3 0,6044 0,6481 0,8056 0,7050
d) 1/2 0,5131 0,5032 0,4740 0,4936
e) n/4=0,7854 0,7906 0,7867 0,7750 0,7828
1) 2,0498 2,1334 2,0717 1,8780 2,0057
g) 2 1,9106 1,9689 2,2278 2,0692
h) 0,3863 0,3914 0,3876 0,3760 0,3837

Keplerformel Simpsonfonnel

a) %-[1+4-1,0607+1,4142] = 1,1095 é-[1+4-1,0078+2-1,067+4-1,1924+1,4142]= 1,1114

b) %-[0,2689+4-0,4268+0,1673] = 1,4291 ä-[f(l)+4-f(l,5)+2-f(2)+4-f(2,5)+...+f(5)] = 1,4473

c) % [0+4-1+0] = 2,0944 6—"4 - [f(0)+4-f(0,3927)+2—f(0,7854)+...+f(n)] = 2,3565

  

 



6 Integralrechnung
 

  

 

6.65

6.66

6.67

6.68

6.69

7t/2 161:_4/2
d) -‚[06366 + 4 0,3001 + 0]= 0,4809 --[f(1c/2)+4f(91c/16)+2f(1011/16)+.=+f(11:)] 0,4812

e) g .6[1,4427 + 4 . 1,0914 + 0,9102] = 1,1197 — .6[f(2)+4f(2,0833)+2-f(1,1667)+. . .+f(3)] = 1,1184

„_;ä [f(0)+4-,-f(01571)+2f(0‚..3142)+ .=+f(1t/2)] 1,91010 362 - [1 + 4 . 1,2247 + 1,4142] = 1,9146

g) % . [1 + 4 . 0,5 + 0,0588] = 1,0196 63 . [f(0)+4-f(0,25)+2-f(0,5)+. . .+f(2)]= 1,0701

h) %. [2,7183 + 4 . 2,9878 + 3,6945]= 3,0607 % . [f(l)+4-f(l‚l667)+2-f(1,3333)+. . .+f(2)]= 3,0591

i) % . [1 + 4 . 0,3679 + 0,0183]= 0,8299 6% . [f(0)+4-f(0,25)+2f(0‚5)+. . .+f(2)]= 0,8821

(1) a) % . [f(0‚1963) + f(0,5890) + f(0,9817) + f(1,3744)] = 1,9101

b) 16 . [f(0) + 2 . f(7t/8) + 2 . f(7t/4) + 2 . f(3n/8) + f(1)] = 1,9101

c)"—/2 [f(0)+4f(11/4)+f(1t/2)] = 1,9146

c1)1‘—/2 -[-f(0)+4 f(1t/8)+2 f(n/4)+4. f(3n/8)+f(n/2)]—— 1 ‚9101

(2) a)4_ .[f(0‚125) + f(0,375) + f(0,625) + f(0,875)] = 0,7732

)0—225 [f(0) + 2f(0,25) + 2.f—((),5) + 2f(‚075) + f(1)]= 0,7821

c) 3 .2[f(0) + 4 . f(0,5) + f(1)] = 0,7786

d) 6—‘2 . [f(0) + 4 . f(0,25) + 2 . f(0,5) + 4 . f(0‚75) + f(1)] = 0,7764

In 2 = 0,693147 (genau auf 6 Nachkommastellen); Keplerfonnel: In 2 = l -[1+4-L+1]=0,6944;
6 2l 1,5

Simpsonformel: In 2 x L 1+4-;+2-L+„+ =0,693149
66 13/12 14/12 21

a)Trapezregel:—24—[1‚0+2-1‚1°+21,5+2-2,4,+38] 3,7000

Simpsonfomel2:6—22..[1,0+4 1,1+2. 1,5+4- 2,4+3‚8] 3,6333

b) Trapezregel: —/2— .46[12,099 + 2 . 1,609 + 2—1,946 + 2 . 2,197 + 2,398] = 15,0010

Simpsonformel: —8- . [1,099 + 4 . 1,609 + 2 . 1,946 + 4 . 2,197 + 2,398]= 15,0753

c)Trapezregel:6—/6.6[12+2 0,25+2. 0,111+2 0,0-63+2 0,040+2- 0028+0020] = 1 ‚0020

Simpsonformel:6——63[1- + 4 - 0,25 + 2 - 0,1 l 1 + 4 - 0,063 + 2 - 0,040 + 4 ' 0,028 + 0,020]= 0,8953

a) — = lim —dx—- lim [—‘1,3+ „ 1,3 1 1 _1- 1 1 1 1 1-.—— =lim ___ =--- 0-- =-
.,_,„ 2x2 3 '‚_„„2 82 9 2 9 18

2 1 . —2 1 2 2
b) ?[—dx-limf[—dx=lim [—5-—3]b1—1m—-[b—3—11| —;(0—1)-;

b—>oo b—>oo 3
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6 Integralrechnung

6.69 c) ?&dx=limlbjldx =11111[111|x|]f=111110[111|b|-1111]=66

11)q1371111=11111l[234111 =lim[6-J£]f=äi_)xgö—(ß—l)=w

e) 32/_dx_121_1202jx1111=1221111[3-23/x_2] =äg—FJb—Z— 2,8198]=66

0 ?e'“ dx = lim [- e"‘ ]:” = lim [- e“b + 0,3679]: 0 + 0,3679 = 0,3679
2 b_,„ b—)oo

oo b
-4x _- _1. -4x =- “_1. -4b- =-l. _ =g) Ic dx-hm[ 4 e ] 11m 4 [e l] 4 (0 l) 0,25

 

  

0 b_’°° 0 b—)oo

‘” z 1 " -1 -.,z
h) Ix-e"‘ dx=limli——-e"‘]0 =lim—2—e[ —l=—%] (—O I): 0,5

0 b—>oo 2

. ° 1 . .
1) Jl+x2 dx = hmw[arctanxlg = 111er311 [arctanb—O]=%

—1 1——'Ze
)Icosh2x dx= tanhx+C=iiTH—+C= 1+22_2Z;+C _£.. .dx=lim3.. .dx+lim2[.. .dx;

    . ° 1 . 62x—1 ° . e2°—l 62-1 e2°—l _0_-1 e2°—1
lim]. 2 dx= hm 2 = hm — 2 = 2 =l+ 2 ;
a->-wacosh x 8->-°° e"+l 2 8—>-°° e2°+l e°+l e°+l0—+1 e°+l

     

  

. " 1 . 1—e-2" . 1—e"2b_1—-—'2ee'2°—1 e2° 1
11m 2 dx= hm _2 = 11m -21a _2 =1—_2c =1- 2c ;
b—>wcclosh x b—>oo l+e " 2 b—>°° l+e l+e e +1 e +1

00 2c_

[211 dx= 1+Z——12°+1—°2 1=2
_wcoshlx zc—l 6 ° —1

I2—dx=arctan(x+2)+C; I... dx= lim [arctan(x+2)]ä + lim[arctan(x+2)]f =
x2+411+5 _°° 8-*-°° b—>°°

= lim [arctan(c+2)—arctan(a+2)l+lim [arctan(b+2)—arctan(c+2)]=—[—£)+£=7t
a—>—oo b—>oo 2 2

1) [sin x dx = lim [— cos x]8 = lim [l — cos b] , Grenzwert nicht definiert, Integral existiert nicht
0 b—>oo b—>oo

°° _-;1.—x.- "_--_1.—b.- ___l.__lm) J...dx-äg22 [e (smx+cosx)]o—gl_rg 2 [e (s1nb+cosb) l]- 2 (O ])-2

b

lim[e2" (sinb— 2cosb)— (-2)]=%n) Ie'2x -cosx dx = lim [l-e'2" °(sinx—2cosx)]=l—
0 b“'>°° 5 0 5 b—)oo

 

b
° 1 . 1 112 1 . 112 1 1

o dx= 11m —-ln— =—111m ln——ln— =—- lnl— —0‚693 =0,347
)i[x-(l+x2) ""°°li2 l+xz]l [ l+b2 2] 2( ( ))

 ° 1 . x+l 1 b+l
dx=h ln——— =li ln——— 121 0=11—0— 12— 1 0,307

p) i'‚222_(1.1_x) b—l>noo[ x Kill m[ b II)]_ ( ): n (n ):
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6 Integralrechnung
 

a—>0a
6.70 3) 2Ide=lim1—dx=limä [x4/5]2 =lim—i-[L—74l a4/5]= 2,176

oil; SX

6.71

6.72

1 1
2 . ‚ _1 ‚ _1

b — = — = _ = - __ =- :)Jx3dx 11_r)r(1’;[x23dx 11m[ 2]" 11m[1 a2] l+oo oo
a—>O ‚( a—>O

2 2 2

c) [ldx = 11111 [idx= 11111['—2] = lim [-1 —'_2] = —l+oo= 00
‚(2 a->O X2 a—>O )( a—>0 a

0 a 8

2

(1) LC“.
l".x2_] a—>

                    
2 . l 1
a =l1_13;[1113—111|a2 —ll]=;[ln3—(—°°)l=°°

3 3

e) !ädx=lig1lji_dx=li_rg [m|x-1|]j =11111 [ln2—lnla—ll]=ln2-(—c°)=

7!
dx—= lim [arcsin x]o = liml [arcsin b——arcsin OE = 5 — 0 = 5  dx=limj1“‘

ofi ""‘ox/i——2

g) T.‘ä/xlfdx=lirnz3Ile_?

h) ?J;l__ldx=li_)rlildex=alli_)ml[2-J;—_IE=2-1i_1111[J2—Jfi]=2-(J2—O)=2-J2z2,8284
1 1

. — ' . = . - — l= . - -- - = — — =— '1) !]nxdx-fllm !lnx ldx a11_1)11)[111 lnx XL PE)" 1 a lna+a] ( 1 O) 11

 dx=ali_)mz%-[(x—2)m]i =lirg%-[l—(a—2)”fi=%-(l—O)=

  

l_igi (a - In a) = 0 , Regel von de l’Hospital, Lehrbuch: Beispiel 5.6 b), Seite 143
a +

l l 2. 2 l 2. 2

i) IX-lnxdx=li111) Ix—lnxdx=lim [" ;“x-x—] =lim [__1__[3_111_a_1_)]=_1;
0 a—> a

a—*O

 

Integration siehe Aufgabe 6.46 a); alim_’o+(az . In a) = 0 Regel von de 1’Hospital wie i)

a) F(l) = gilt"- e-"dt— |)lirn„Efetdt = blim„'[—e]0—_ |‚lim°loe'[—"+l]= 0+1 =]
o

b) F(2) = th-e-‘ dt = b11_131m311e-‘ dt = l)11_1)11m[-(t+1)-e"]‘g = b11_1311m[-(11+1).e-b +1]: 0+1=1‚

weil blimw(b+l)-e" =blimwa+bl=blim —_=0...Regel von del’Hospital
—)00__e

c) 1“(3)=Z[1%"d1= limwjjt-edt= 11111„['“2+2t+2) e"]b =

_11m l—(b2+2b+2)ebo=+2] 0+2=2, we1111111(b2+211+2)e=o ...del’Hospital
—>oo t—>oo

‘ °° " 1 1 " b 1 1
a) F(s)= It—e's't dt= lim Ite‘“ dt= lim [—(—+—Je““] = lim [_(_+_2).e-S'b +7]=

0 b—>ooo b—>oo S 3 0 b—>°° S S S

= O+i2 =L2, weil lim B-e"°"" =l- lim b-e'"'" :D auf Grund der Regel von de 1’Hospital
s s b—>°O S S b—>oo

b—)ao
b) F(s)= fe'“ -e"'t dt= lim Ie'(3+s)" dt= lim [-L.„—(3+s)-t] :

o ""’°° s+3 0

=——‘—.11111e'<3+3>b -=1]-—(0-1)=—
s+3
 

112



b

672 C) H8): éismt°_Stdt= bl'm [" 21 1°(S°sint+cost).e-S't] =
b“’°° s + o

1 . . —- —1=-fiobl1_i’nw [($-Sinb+cosb)—e “’ -1]=-827'[0_1]= sz+l

b

d) F(S)=1(3[COS 2t e'“dt—— lim [2—+4(2sin 2t—s--cos 2t) e“] =

s
O+s =

52+4 ] sz+4

"!!!-_ = @. Mathcad:

Hier ist zu beachten, dass das Integral nur existiert,

wenn 8 2 0 . Dies muss mitgeteilt werden!

 

1

       2 blimoo [(2sin 2b —s- cos 2b) e"s'"——(
=s+4

 

  
@

-I;[cos(2-t)-e"'t]dtls>0 & J cos(2t)-e_s'tdt annehmen,säü -> 2

J'(cos(2t)*e"(“s*t)‚t‚Ü‚lll)IS>Ü 0 s +4
HM" lflb MIT N U30 ‘

oo b b

6.73 p=It-X-e'“dt=X—lim [6e'“dt=>.-lim[-(1+—12—).e'“] =11m[—(9+1).e+b+1]=
0 b—>°oo b—>w Ä. Ä, 0 b—>OO )» Ä,

 

 

   

 

=O+l—l=—l—=SOOO h; hier wurde verwendet, dass lim b-e""b = 0 (de 1’Hospital)
)» Ä 0,0002 b—>«>

1 ° 1 ° " 1
6.74 —I =_. lim dx+— lim 2dx=

71' 1+x21t a—>-oo al+x2 1l: b—>oo cll+x

=l. lim„ [arctanx]fi +—- b11m [a.rctanxLb =—1-[arctanc—(—ED+l-(E—arctanc)=l
11 a-—> n 2 11 2

° 1 1 " 1
6.75 a)] 2dx= lim [——] = lim [——+l]=—O+l=l

0(1+x) b—>oo l+x 0 b—>oo l+b

lim

oo b
1 1 . 1

b —dx= —— =11m ——+l) 6[(1+2x)3/2 b—>w[ Jl+2leo b—)CD[ ’l+2b ]

an b

c) [ 6" 4dx: lim - 3"“3 = lim - 3b+13 +1 =—0+1=1(del’Hospital)
0(1+x) b->oo („l) 0 b—>oo (b+l)
ao b

d) [ 8x xd= lim[—fli13] = lim [— 4b+13 +1]=—0+1=1 (de 1’Hospital)
0(1++2x)3 b-m (2x+l) 0 b—m (2b+1)

   

  

e)lqi— 13—dx l=im —2-[arctanfi]ä =—(£—0)=1
n (1+x)../;= bh-I>noon 0.(1+x)„/_ b—>oo1t 2

0
oo b

e—x/2 _ 1_ _-/2 _- 1__ _—x/2b_t) ö[x-e dx- blimzö[xex dx—bll_r>nwz[(2x+4)e ]0_l.
4 b—>oo

= bli_r}n„ Z .[- (2b + 4). e'b/2 + 4]: % - [o + 4]=1 (de I’Hospital)

6.76 Q= fidt= EHR9e"/Rcdt=%-blim £’e-‘/RC dt=%_blim [—RC-e't/Rclii =
—->oo —>oo

=ä.1im [—Rc.e"’/RC+RC]=U„.C.[—O+ll=c-U0
R b—>oo
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7 Anwendungen der Integralrechnung

 
 

 

  
 

 
    

      

 

      

701 1'5 1'5

V Y1

' 0.5

—0.5-
"1 0 x4 -1

G.u " .5

Zu a) zu b) zu c) zu d)

2,5 3

a) —2x+5 = 0 :> X = 2,5; A] = I(—2x+5)dx = 30,25; A2 = js(-2x+5)dx = 2,25 ; A = A‚+ A2 =32,5
  

11

  
b)x2+x—2=O=> x1=—2,xz=j=(zzx +x- 2)dx+[(x2 +x—2)dx=—+z=—=6,333

c)A= ?sinxdx=2
o

31':3!1t/2 21:

d)cosx=0fiirx‚= 5sowiex;=—; A= nljcosxdx+ Icosxdx+ Icosxdx=l+2+l=—-4

3/2 3u/2  
 

da
“:

Ob

 

 
 

l
s

       

 

 —a —2 -1 0 x ‘

zue) zut) zug) zuh)

 

]

e) A= [(x2 +3)dx =12
-2

    

  

  
 

  

    
 

 

 

      

, _ _ _ 5 15_t)x.(x_x-2)—o=>x‚-0‚x‚—-1‚x3=2; jf(x)dx+ 0jf(x)dx+ 0[f(x)dx_=3_7+E+E“ 6,17

, 1 1 9g)x-(x-3x+2)=0:x‚=0,x;=l‚x_;=2;A= jf(x)dx+ 2jf(x)dx + 3[f(x)c1x =Z+Z+Z=2’75
0

h) x-(x2—4x+4)=0=>x1=0, x2=x3=2; A= 0[f(x)dx +()jf(x)dx=il‘3+%=ä=5,s3

IIU 1l/2

‘ iA= fxdx+ fxdx=l+l=2% / ) [( ) „“)

1 ° ‘ ‘ j)—.—.j(1-x2)dx+zj(xz-1)dx=3+5=2;
2 0 1 3 3

.; A=22=4
"" -3 -2 -1 0 )(

zui) zuj)
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7_2 15 1.5 3
V. Y Y

\ s.= 2
: x ‘

0 4 -2 0 2 '
‘ .

-3 -2 -1 0 x "-5 1.5 1

Zu 3) zub) zuc) zud)
2 2

a) f(—x) = (-x)2 = x2 = f(x), d.h. gerade Funktion; If(x)dx = 2- If(x)dx = 2 % = 5,333
—2 0

b) f(—x) = sin(—x) = — sin(x) = —f(x)‚ d.h. ungerade Funktion; Jsin xdx = 0

1! 1

c) cos(—2x) = cos(2x), d.h. gerade Funktion; [cos(2x)dx = 2. Icos(2x)dx = 2 ° 0 = 0

o
1

d) (—x)2+(—x) = X2 — x = x2 + x, d.h. weder gerade noch ungerade; [f(x)dx = __ + _ = _

-|
  

 

[ e) sin(—x)-cos(—x) = — sin(x)cos(x),

 

 
!

d.h. ungerade Funktion; [sin x —cos x dx = 0

  
 

“

f) (—1'{)4 — (—x)2 = X4 — x2‚ d.h. gerade Funktion;
1 .

lI(x“ —x2)dx=2°ö[(x4 —x2)d =—%

—1

)(
_
.

 

      

 

   n ::
U.\J

zu c) zu f)

4
_ 2 _ . _ _ 2 _ l _ l 2 16 .

7.3 Parabel: y—a-x ; fiirx—4 15ty—2:_2—a-4 :> a— 3; A1— 2- Ig°x dx =? 1stder Inhalt der

0

Fläche unter der Parabel; Fläche über der Parabel: A2 = 82 — 16/3 = 32/3

3

7.4 An der Stelle x = 3 ist y = J2-3 = JE . Fläche unter dem Graphen: _[x/de = 2 - s/-6_;

0

Fläche über dem Graphen: 3 - JE — 2 - J3 = J_6_ = 2,45

7.5 y Y

_
.

1

-1

-2
-3
H4

_5    “2
1 0 1:

Zu a) zu b) 211 °)
2

3) Part. Integration: ](2 + 6t) -e_1dt = —(6t+8)-e" + c; [(2 + 6t)e" dt = [- (6t + 8) . €*}? = 5,293
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7.5 b) x-sinx = 0 fiir x =7t; part. Integration: [ x osinxdx = sin x — x-cos x + C;
'“"' 1
u V

[sinx—x-cosx13 =71:; [sinx—x-cosxli" =—27:—71=—371; A=7t+ |—37t| =471= 12,57

5 2 s
c) Kein Vorzeichenwechsel; Integration siehe 6.46 a): _[x ' ln x dx = [XT - (2 - ln x — l)] = 14,12

1 1

«12 1!

7.6 a) :[sinxdx=— 0jsi11xdx; —cosb+l = _ä-(0+1) 2eosb* 1 b= ; = 1,05

712

b) ?sinxdx=— ö[sinxdx; —cosb+l=—-;(0+1) cosb=—; b= 0,927
0

  

  

    

    

       

') 1 4 b3 32 20 20

7.7 a) Ix2dx=—- Ix2dx, d.h. —=— oder V zua] ? 111111
0 2 o 3 3 15 15 ‘

=fi=3‚17; Geradezx=3,l7 10
113

b) Die gesuchte Gerade schneidet den
Graphen an der Stelle b; 5 5
b 4

Ix2dx+(4—b)-bz =l- szdx, d.h. _ _
0 2 0 0 1 4x 5 0 1 b 3 4„ 5

3
b— + (4 - b) ' 132 = % oder b3 — 6b2 + 16 = O, kubische Gleichung fiir b = b = 2 (etwa durch

gezieltes Probieren); Gerade: y = b2 = 4

  

1 2 1
7.8 Ilnxdx = Ilnxdx; Ilnxdx = [x(lnx —l)];= l-(ln 1 — 1)— ac(ln a —l) = — l—a-(ln a—l) < 0;

a l a

2
[1nxdx = [x-(lnx -1)]f=2111 2 -1; damit: |-1 —a—(ln a— 1)| = 1 + a—(ln a— 1) = 2111 2 - 1 oder
1
ao(ln a —1) = 2-(ln 2 — 1) :> a = 0,263 (etwa durch gezieltes Probieren)

7.9 Obere Fläche und untere Fläche sind inhaltsgleich: 15"
"12 y

?cos x dx—b cosb= b cosb + Icosxdx;d.h.1'"Ü'T"71-1-1;1_

o.5--- " 
                   

soinb—bcosb= bcos b+l —sinb oder 2sinb= 1 +2bcos b „;, ,

:> b = 1,202 (etwa durch gezieltes Probieren); 0 0.5 1 b 1'.5\<2
Gerade: y = cos b = 0,360 _0_5-.

    
7.10 &) Schnittpunkt P: x2 = 16 —x2 oder 114 = 16 — x2; Subst.z u = x2

ergibt 112 + 1.1 — 16 = 0 =_> ul = 3,531 (112 = — 5,531 nicht möglich);

112 = 3,531 = x‚ = 1,879; 112 = —1,879; y = 1112 = 3,531;
P(1‚879/3,531);

1,879

A=2 0[(J16- 112 —x)dx; f(x)= J16- 112 —x

1‚879

 

Keplerformel. A= 2—(4+43‚=00544+0) 1003

Genau auf 2 Nachkommastellen: 10,04
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7 Anwendungen der Integralrechnung
 

7.10

7.11

7.12

7.13

7.14

b)SchnittpunktP: x2= %—J16—x2 oder 16-x4=144—9x2;
Subst.: u = x2 ergibt 16u2 + 9u — 144 = 0 : ul = 2,732

(u2 = _ 2,732 nicht möglich); x2 = 2,732 => x‚ = 1,653; X2 = —1,653
y = x12 = 2,732; P(l,653/2,732);

1,653

A= 2- [ (%q/16—X2 —x2)dx;f(X)= %\/16—X2 —x2;
0

Keplerformel: A = 2 . ”% - (3 + 2,25216 + o) = 6,62

 

?[s„ - s„ .(1—e"/f)]dt = 339,35“ dt = s„ "C
0 0

 

   

 

  

     

a) X(t)=—l/t2; y 300

2 21 4 y mb)
A= Iy-th=—kdt=[lnt]f =0‚693 200

1 1
") *(t)=2t; 100

27‘ 21! 4 2 5 1! 1

A= IY'*dt=2' It dt=g'["ß =3917 0 ‘-5x "0 10 20 30 0x50
0 o

1t/2

X(t) = —a°sint ; A = 4- Iy(t)dc(t)dt =
0

1t/2

—4-a-b- Jsin2t dt =a-b-n; Integration Isin2tdt

o  
siehe Aufg. 6.31 a); negatives Vorzeichen des Integrals wie in Aufgabe 7.14 a)

 

            

 

 

y4 '

| %| '
-=6Qo . ' . x

. _2.

_4-

Zu 3)

11/2 1t/2 15

&) Iy - ic dt =— 15- Isin2t dt = ——4£ , Integral negativ, weil die Integration (bei y 2 0) von
o o

x = 5 bis x = 0; Integration Isin2 tdt siehe Aufg. 6.31 a); A = 4 . |—157t/4| = 151t;

21! 21:

b) Iy(t) . )i(t) dt = [(I — cos t)2 dt = 37t ; Integral positiv, weil die Integration (bei y 2 0) von

o o

x = 0 bis x = 20; Integration _fcosz tdt siehe Aufg. 6.31 c); A = 31t

"/2 1t/2 1t/2

c) Iy(t) - )'((t) dt = Isin(2t) -cost dt = [2 - sint »cos2 t dt = % ; Integral positiv, weil die Integration
0 o 0

(beiy20) von x=0bisx= 1;A= 4%=%; Integrationvont=Obist=2nwürde0ergeben!

1t/2 1l/2 “/2 2

d) IY(Ü ' X(t) dt = — Isin(2t) -sint dt = — I2 - sin2 t -cost dt = —; ; Integral negativ, weil nun im
0 o o

Gegensatz zu c) die Integration von x = 1 bis x = O; A = 4 - |— 2/3| = 8/3 ;
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7 Anwendungen der Integralrechnung
 

1t/4 1t/4 3/4

7.14 e) Iy(t)-X(t)dt= Isint-2cos(2t)dt=2 [(2coszt—1)-sintdt=
0 0 0

 

   = % . (JE-1); Integral positiv, weil Integration von x = 0 bis x = 1t/4 ;

n/2

Is1n t 2 cos(2t) dt-- ——2-J_; Integral negativ, weil Integration von

n/4
 

 

x=n/2 bisx=n/4;A= 4---[%f—%(xß—l) =%‚gleiches Ergebnis wie c) oderd)

\„ /  7.15 =» \ v' l(xy 515
-3 )2\1 0 1 2x3 2

7 ‘ \9Ü -1 0/1 2 4

3 .' G(x

a)f(x)= g(x) :> x‚=-1‚x2=1;g(x)>f(x)m[-11],A=j(g(x)-f(x))dx= _[(2- 2x)dx=
-1

b) f(X) = g(X) : X1=1‚X2= 3; g(x) 2 f(x) in [l, 3]; A= I(g(x)—f(x))dxs:;
]

  

  

     

 

            

w
"
l
o
o

c) x3 —3x=x2—x oder x3—x2—2x=x-(xz—x—2)=O = x1=0 sowie x;=—l undx;, =2 als

Lösungen von 112 + x— 22= 0; f(x)-> g(x) in3[—1, O], g(x) > f(x) in [O, 2];
0

+8 37_)(f<x) —g(x))dx—— —52;j(g(x)——f=—(x))dx ;-A— E+; = 1—,

)(   
]

d) f(X) = g(X) => X1 = —2‚ X2 = l; g(x) 2 f(x) in [—2, l], A = “g(x) _ f(x))dx = %
-2

e) f(x) = g(x) oder 18 +2x2 —8x = x.(x2 + 2x —8) = 0 => x‚ = 0 sowie x2 = -4 und x, = 2 als
Lösungen von x2 + 2x —8= 0; f(x) > g(x) in1[—4‚ O]; g6(x) > f(x) in [O, 2];

+10 74I(f(x)———g(x))dx6——34;J(g(x)— f(x))dx-— — ;-A— %+ —3— =?
t)f(x)= g(x) oder x3 —x2——2=x x-2(x -x— 2)= 0=> x1=0 sowie x;=—l undX3 =2 als

Lösungen von x2 - x— 2= 0; f(x) > g(x) in [-1,01, g5(x)_> f(x) in [0,2];

+8 37
0

J(f(x)-g(X))dx=—S—Z ;()j(g(x)— f(x))dx=—‚ A= E+}““E
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7 Anwendungen der Integralrechnung
 

7.16

7.17

7.18

sinx = cos x; Division durch cos x ergibt tanx = 1 => x; = 1t/4 y 1

und x; = x; + n = 57t/4 als erste beiden positiven Schnittstellen; 0
51r/4

f(x) 2 g(x) in [n/4 ,51r/4 ]; I(sinx —cosx)dx = 2 ° «5
„/4 —0.5

 

-1

1

   
b) " °) v

0 U

“0-5 “0.5

_1 _1

1t/2

a) sin(2x) = 0 :> 2x = 0 sowie 1t; damit x = 0 sowie 1t/2 = 1,57; A = [sin 2x dx =]

o
31!

b) sin? = 0 => % = 0 sowie 11; damit x = 0 sowie 311: = 9,42; A = Isinädx = 6

1 +1 ("“)/3 2
c) sin(3x—l) = 0 :> 3x—l = 0 sowie 1t; damit x = 5 sowie "T = 1,38; A = Isin(3x —l)dx = 3

1/3
4d) , ., , . f) y

    

   

 

1 1

-1
-2

_1 -2  
  

-2 -4 —3

d) sin x + cos x = 0 oder nach Division durch cos x: tanx = —1 = x = —% + n = %" = 2,36 sowie

7 71t/4

x = —£+21r =—“ = 5,50; A = I(sinx+cosx)dx =2-w/2
4 4

31/4

e) sin x — 3-cos x = 0 oder nach Division durch cos x: tan x = 3 :> x = 1,249 sowie
4,391

x = 1,249 + n = 4,391; A = j(sinx —3-cosx)dx = 6,32
1,249

1) 2-sin(2x) + cos(2x) = 0 oder nach Division durch cos(2x): tan(2x) = —1/2 :>

2x = —0,464 + n = 2,678 sowie 2x = —0,464 + 21r = 5,820, damit x = 1,339 oder x = 2,910;

2,910
A = I(2 - sin 2x + cos2x)dx

1,339
= 2,24

 
f(x) = [x2 — 3x| = x2 — 3x, wenn x2 — 3x 2 0;
dagegen ist f(x) = |x2 — 3x| = —(x2 — 3x), wenn x2 — 3x < 0;

Nullstellen: x2 — 3x = x-(x—3) = 0 => xl = 0, x; = 3;

x2—3x<0fiir 0<x<3,außerhalbistxZ—3xzo.
Integrationsgrenzen: |x2 — 3x| = x2 — 3x = 4 oder

x2 — 3x — 4 = 0 => x3 = —1, x4 = 4; innerhalb der Integrations-

grenzen ist g(x) = 4 2 f(x).

 

A= 1[4-(>12 —3x)]dx+2fl4—(—xz +3x)]dx+ifl4-(x2 —3x)dx = %+%+%=%=11,83
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7.19 y’ = -4x + 4 :> k1= y’(—l) = 8; kg = y’(3) = —

P(—l/YP); yp = -2-(-1)2 + 4°(-1)- 3 = —9; analog Q(3/-9);
Tangente tp: —9 = 8-(—1) + d :> d =—l; y = 8x — ];

Tangente tQ: y = —8x + 15;

 

Schnittpunldeer Tangenten: 8x— ] =—8x+ 15 =>
x=l;R(l/7);

A= l[[8x-1-(—2x +4x— 3)]dx+fl—8x+l$———(2x2+4x—3)dx==139+%=333=10‚67

y

 

Zu 7269.

7.20 y=—-x 
3

7.21 a) V„ =n- j‘(x+2)2dx=%-[(x+2)3]30 =%-(125—8)=397t
0

b) V, =n-SI(y-2)zdy=g°[(y-Z)3]z =?(27-0)=97t

7.22 a) Erzeugende liegt auf der Geraden y=

y=f(x)=$-x+r;

_—(R1')2x3

3h2

b) Erzeugende liegt auf der Geraden y = f(x) durch P(r/O) und Q(R/h):

L. _i
R—r

x +2.—hr-r-x+rz) dx=

h

R——r 1t-h
+—r- )(2 +r2 =——

h x] 3

R—r
:> x=——y+r;

—r
—or°y+r2;

+2.$-r-y+rz) dy= weiterwie a)

f(x) durch P(O/r) und Q(h/R):

R——r
_ 2 2

2=ML+2._h1“ X+l'2y h2

R

 

(R2+R-r+rz)

o

 

 
h
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\

 

  

 .
h =]

‘”
=? 0'
N

/
\
F
‘
S

x
V

   
  

7.24

   
   

   

   

                       

  

 

—0.5
..1 _1

-1.5 —2

1 2x3 x5 I 1671a)y2= —2x2+x4; v=2n-j(1—'2xz+x4)dx==2n x——+— ==—-z3,351
0 3 5 15

2 2
1 dx 1 11

b _, V: —=— — =—

)y 2 % Jx2 1t [X]l 2

" n 112
c) y2=sin2x; V=1rIsin2xdx=E-[x—sinx—cosx]'ä=?

2" Zu

(1) V=1l:- I(l+200sx+cofx)dx=n [x+25inx+2+sin—xzcgsi] =31t2
oo

8) \ y } " y 9) \!

\Gj // \\. UM

6-3 0 axs -3-211012x3 0\12 3X4

1 Zu 3 11 e“ '2" 3e) y =- ("+2;+e'2") V=——-I(e“+2+e 2")dx=— +2x— —3263
4 4 0 2 2 2 0

2
2 4 dx 2x dl]
- , -8 - , u=e ; dx —;

n y e2"+2+e'2" Äe2x+2+e'zx 2u

du 1 1 “2v: 811]_—“=4n-j—=—4n-— =-4n- =6,057
2u u(+2+l/U) ___(u+l)2 u+l e2"+1 2

3 4 2 3
g)V=£- J(x3 —6x2 +9x)dx=—- x——2x3+9i =3—n

9 0 9 4 2 0 4
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7.25 a)0,25x2=1 => xl=—2; x;= 2; y' =— ;Länge des Parabelbogens: ;

2 2 2

s=2-j„1+x7dx= I‚/4+x2dxw£-[2+4-J5+Jä]=4,59;
o o

Gesmntmnfangu=4,49+4=8,59 -a -2 -1 o 1 2x3

2 3 2 1

b)A=2.j(1—0‚25x2)dx=2[x—’1‘—2] =% c)x2=4y; V=1t_[4ydy=21t
o o o

2801|: : 293,2 
4 4 10

7.26 a) x2=2—5-(y2+25); V=2—’5‘-0[(y2+25)dy=

b)y= +3Jx -4; 3 x—4=10=>m=2-J5=4,472;

5 243

A=2— 10-2—f—5— [ x2—4dx ; —s -4 —2 0 4

 

 2'5 2.J52—2[Jx2—4dx=[.0+41,-6894+2 2,544+4 3‚=295+4] 5,979

A = 2 -(10 - 2 - J5 —%2- 5,979) = 59,5 (genaues Ergebnis: 59,2)

h
CV)— = 1—42—13-_ 3—2. I(y2 + 25 )dy ; h3 + 75-h — 875 = 0 => h = 7,03 (durch gezieltes Probieren)

o
2

7.27 y=40-1x—0=0=>x=60.\/5=8485- y'=_10;

60J2

_0j2,/1+9"02—dx=9i0.600j22\/902+x dx =    ]
z—
90

69'—2°06“/_ .[90+4 99,5=0+12369] 96,1m „ ,
X

 

 

 
21: 21!

a) X=r-(l—cost); 9=r-sint; s= IJr2-(l—cost)z+rz-sinztdt=r—J2°I l—cost dt:

0 0
21: t 21: t t 21!

=r—J2- I,/2°sin2-2— dt= r--ßxfi Isin;dt=2-r[—2cos;] =2r-[2+2]=8r
o o 0

b) X=—3a°coszt-sint; y=3a-sin2tcost;
1l/21l/2 ] 3/2

s=...=4-3a- I(sinbcost)it=6a Isin(2t)dt= 6a[—Ecos(2t)] =6a-[—+—]=6a
o 0 °
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7.30 x=30-25-cost; y=25-sint; 60

 

-2 -2 2 - 2 Vx +y =900—150000st+625-c03 t+625-s1n t= 40

= 900-1500 cost + 625 cos2 t+ 625(1—cos2 t) = 1525 -1500cos1 20

2" " . : ' :%
=25-(61—60-c03t); s= [ x2+y2dt=2- ,/x2+y2dt= ° 50 '“° 150x200

0 0

K

= 25[J61-60-costdt=10.6—“2.[1+4—4,31+27,81+4-10,17+11]=223,9 cm (genau: 223,0)
0

"/2 1c/2
7.31 y=cosx, S: 2 of l+cos xdx=22-,-,-,-,=[1414+41361+21225+41071+1] 3,82

 

 

 

 

7t/2

a) x(t)= cost; y(t)= 2cos(2t); s=4 [ \/cos2 (t)+4 cos2(2t) dt=

0

 

= 4 _1t__/2 [2,236 + 4 0,689 + 2- 0,707 + 4 1,465 + 2]: 9,56. Genau auf 2 Nachkommastellen: 9,43

n/2

b) x(t)=—2- sint; $I(t)= 2cos(2t); s=4 2 !Jsinz (t)+cos2 (2t) dt=
 

TE/2
=8 [1+4 0,804+2 0,707+4 1,163+1‚414]= 12,25. Genauauf2Nachkommastellen. 12, 19

 
n/2

c) x(t)= 2- cost; $I(t)=—3 sin(t); S: 4 5[\/4cos2-(t)+9 sin 2(t) dt=

4"—2/2 --[2+4 2,175+2 2,550+4 2,8;5+3]= 15,87

7.33 y= 0 => x„=+20; y=-i; s=— x +1600de=—-—-[40+4 41,2,=3+4472] 41,61
40’ 40 0 20

7.34 21) dA : ydx = (—% -x + 3) dx (siehe Abbildung),

b

A=j[_i.x+a)d =£E
0 b 2

b) Flächenelement fiir das rechtwinklige Dreieck OPQ (siehe

Abbildung): dA = ydx =3 x dx ;
a—c

  

 

(”)/2 2h .. = a.
A] = [ ox dx—- ——c-h; Flächenelement fiir die y "'/Z'(a_-_c ' y a-c x

a—0 a4 „ 3
0 0 ° . _

rechteckige Teilfläche PRSQ: dA = h°dx, b { b

(a+c)/2
. dA

A2 = Ihdx: h-;c A= 2A‚+A2=a_+°. h y,;

(!!-CV2 x dx ] Zu b)

 

    
 



7 Anwendungen der Integralrechnung
 

7.35 a) dV- ny2dz_ 112(r —z2)dz (siehe Abbildung);

V= ;[7t(r2 —z2)dz=2—3n--r3

 

 

 

   

 

   

 

 

 

 

 

 

   

b) dV =y2dz (siehe Abbildung);

2. Strahlensatz: (h—z):h=y=a => y=£h_z—);

h h 2 l h idz

V=J[M] dz=—anh av
0 h 3

1 1 ° 1 112 ° 1 a2 a7.36 a)xs=— jx-dA=—. xbdx=— b- _ =_._=_‚
A A ab 0 ab 2 0 a 2 2

1 1 " 1 x2 b 1 b2 b=_ =_. . d =_. . _ =_._=_
y'y'dASAJ abö[yayaba[2]ob2 2

b) Lage des Rechtecks wie in der Abbildung; Funktion: y = b; g"(
a 2 a

713:—i [x ydx= x-bdx=i- x_ =£;
A 0 ab 0 ab 2 0 2

1 a 2 2d b2 a b b | *=_. __b . =_. =- a x
ys 2A 0[y dx a-:Ibdx 2a-b [x]° 2a 8 2

. 4

7'37 a) xs=0(aus Symmetriegründen); A=%; da=2x-dy y

2. Strahlensatz: h_—_y=i =c'(h_Y);

h h (h ) h ..»„...„ .. -‚ dy1 2 0“ __y ...»;{„ T

=_. . =_. .2 _ ‚_ =
ys AJydA h-c Jy Xdy%!y 211 dy dA y

2 3 ___—___-..l xh lh d __ .y__y =_=_ 2_ 24[y( y) [h2 3]033a c/

b) Lage des Dreiecks wie in der Abbildung; xs-— 0 wie in a);

2_h_ x+h fiir ——Sx<0
Funktiony= °2_h 2

x+h fin O<x<%

c/2
] 2h h h h ..

ys=_2X _J2yzdx =c-—h -£L(Tx+dx-l-h)—c_lho/I(—— x+h)2 dx=g+g=g‚w1ema)

Integration‘:durch Substitution: u = 2-h-x/c + h bzw. u-— —2hx/c + h
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7.38 5 y ? zud) y‘°y 4 zug) 1.5 ZU b) B

3 6
1

2
1 0.5

-2 -1 13 X1
)(4

3

2

3

[(ax— 2)4dx=1,1; s(o‚75/1‚1)
30

3

_ 2 _ . _1_ , _ 2 _ . _1a)A_oj(x-2) dx-3, xs—g010jx (x 2) dx-O‚75, ys_g

3 1 3

b)A=jlnxdx=1,30; xs=i3—0 xlnxdx= 2,27 ys=— 3j(1nx)2dx= 0,40, s(2‚2‚7/040)
\ l

“ 14 3,2 3 “c)A=lj\/;dx=?;xs 134-4jx dx= 2,66 y5='23 jxdx=0‚80;$(2‚66/0‚80)
]

l l

__ . = = . =L. . =_. =L. 2 =. _ -d) y- 3x+3‚ A _];de 13,5, xs 13,5 __[x ydx 1, ys 27 _J;y dx 3, s( 1/3),

     
  

  

2 1 25
v zug) y20 zuh)

„3 15
0.5

10

-6 o 05 1 1.5 X 2 0 1 2 x 3

e) Hier—wie auch in D—bildet y = 0 die obere und y =—(x2 + 2)/2 die untere Begrenzung.
3 3 3

= jydx =—6—5;xs =Ä Ix—(O—y)dx=0‚98;ys =—3- [(02—y2)dx=—1‚04; s(o,9s/-1‚04);
_2 6 65 _2 65 _2

3 15 2 3 1 3
t) A: jydx =—;xs =—. jx.(o—y)dx =1,95; ys =—. j(02 —y2)-dx =—1‚61; S(l,95/—1‚61)

0 _ 2 15 0 15 0

1t/2 1t/2 ] u/2

g) A: Isinxdx =1; xs = Ix-sinxdx =]; ys =5- öfsin2xdx=0,39; S(1/0‚39)

o o
3 1 3

= : ° =—. . = ' =———— l; 1 1h) A __!de 31,72, xs 31,72 _lx ydx 1,67, yS 63144 jy2 dx= 5,6 s( ‚6,7/56)

157.39 y6 zu a) y zu b) 312 zu c)

4 f(x) 10 ' 

5

 

-2-10123  
a) f(x) = x2‚ g(x) =4x+1>2 + 5; f(x) = g(x) => x1 =—2 = a; x; = 1 = b;

b
g(x) obere Begrenzung, f(x) untere Begrenzung; A = “g(x) — f(x))dx =

L
A)(s

9
0
.
°
_
.
U
' b
x . [g(x) — f(x)]dx = —0‚5; ys—_ —A [(g2 (x) — f2 (x))dx = 2,5 ; S(— 0,5/2‚5)
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7 Anwendungen der Integralrechnung
 

7.39 b) f(x) = g(x) => x, = -0‚540 = a; x; = 1,488 = b; x, = 2,618 = c;
b 1 !)

unteres Flächenstück: A1 = [(ex —2x2 )dx = 1,544; xsl = A—- fx - (ex — 2x2 )dx = 0,42;
a l a

1 b
ysl = fi—- (e2" -4x4)dx = 1,22; S‚(0‚42/1,22)

1

oberes Flächenstück: A2 = ?(2x2 —e" )dx = 0,486; xsz =} i[x —(2x2 —e")dx = 2,09;
b 2 h

C

. [(4x4 _ e2x )dx = 8,64; 82(2,09/8,64)
b

1
Ys1 __2A2

b

c) f(x)= —x2—2; g(x)= -o,5«-5; f(x) = g(x) = x‚= -1,5 = a; x;= 2 = b; A = j(f(x) - g(x))dx = 7,15 ;

L.
AxS

') b

[x -[f(x)— g(x)]dx= 025 ys—— —21A-j(fz(x) — g2(x))dx = —3.9. s(o‚25/— 3,9)

b

d) sinx=x2 => x‚=0=a;xz=o,877=b; A=I(sinx—xz)dx=0,136;
&

1 " . 2 1 " .2 ..
xs——-X [x[smx—x ]dx=0,44; yS=X—I(sm x—x )dx=0,33; S(0‚44/0,33)

&8

7.40 1 S x < 5: obere Begrenzung Gerade y1 = 71114 + 1/4 durch A und C;
untere Begrenzung Gerade y; = -x/8 + 17/8 durch A und B,

5 < x S 9: obere Begrenzung Gerade y3 = -2x+19 durch C und B; untere Begrenzung Gerade y; .
5 9 5 91

A: [()/. —y2)dx+ f(y3 -y2)dx=15+15=30; xs =X'[fx'(y1-Yz)dx+ Ix°(y3-y2)dx =
l 5 l 5

2A

1+9+5 2+1+9
: 5; XS :

1 1 5 9 1=5-[55+951=5; ys =—-[J(yf—yä>dx+ sj(yä—yä)dx]=ä-[lzs+ns}=4; S(5/4»

  Kontrolle: X3 = = 4

7.41 a) Gerade durch die Punkte (—3/0) und (4/5) als obere Begrenz1mg: y; = 5x/7 + 15/7; Gerade durch
die Punkte (—3/—2) und (4/—2) als untere Begrenzung: y; = —2;

4
75 63 1 (5x

A= 72 +—=—=31,5 (Rechteck und Dreieck); xs—-— x- — +E - (-2))dx =& = 1,15;
31,5 _3 7 7 27

1 “ 5x 152 2 13
=_. _ _ - - =-= ; S 1,15/0,48ys 63 {[(7+7] (2) ]dx 27 0,48 ( )

b) A= 4-4 + 4—+—9 2= 26 (Quadrat und Trapez); xs_— 4 aus Symmetriegründen;

obere Begrenzung: y= 6 fiir 1 $x$7;
untereBegrenzungzy=—2x+8 fiirl<x<2, y=0fiir2<x<6,y=2x— 8 fiir6<x<7;

ys =-2—_12—6— [j(62—(—2x+8)2 )dx+?(62-oz)dx+öj(öz-(2x--8))dx]=3,;18 S(4/3, 18)
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7.41 c) Ermittlung auch durch Zerlegung in Teilflächen, etwa wie folgt:

A1=—; A2= 15; A3= 18; A= A‚+A2+A3=%;

S1(x1/2Y1)=31(0_3+0 O+g+3)=s1(%s/l);

—5 3 3
Sz(x2/Y2)=Sz(7/E); 33(21/Y3)=33(_/0);

  

 

  

  

 

 

  

_ x1'I“*1+"2'A2+"3“f°13_ _)’1"A1+Y2A2+)’3 “=A3 _fi-xs— A -8—61=0„57 ys A —27—=0,37

(1) Ermittlung auch durch Zerlegung in Teilflächen, etwa wie folgt:

A1=8; A2=16;A3=16; A=A|+A2+A3=40;

0—4+0 0+0+4 _ _—i i _
S,(x‚/y‚)-S‚( 3 3 )—S1(3/3)’

S2(x2/yz)=82(_2/_2);

S3(X3/y3)=83(0+g+4/0)=S3(i/O);

XS : x1'A1+1“2“'°12+x3“1°*3 =——=-053“ Ys Y_1“'A1+Y2A2+)'3 “=A3 __=_053
A 15 A 15

7.42 3) A=%-(3600—3136)=11671; r„‚ =E=58;
Flächenelement dA = (R — r)-rmda= 232da; P ist sein Schwerpunkt;

dMy = rm°cosaodA = 13456cosa-d01;
de = rm-sina-dA‘— 13456sina-da;

1421 “ 13456xs=—.dey—“W 0jcosmda= 36,;9mm

y =3i.uidM =l_3.fi.n/fsina-da=3ö9mm; S(36‚9 mm/36,9 mm)
5 A " 1167: 0 ’

“|

 

b) A = —1(3600-3025)= 1354,81 ; rm = R; ‘ = 57,5; dA = (R - r)orm-da = 287,5-da;

dM,4— rmcosadA—- 16531,25c0s01»d01;
211

1 "} 1653125
=_- = ’ - cosa-da=—12‚2 ; = ; — ‚ - ‚ nunxs A y l354,81 „"; mm ys xs (l22mm/ 122 )

 

 

“|

c) A = % . (4900 - 4225) = 1069,29 ; r„‚ = R; ‘ = 67,5; dA = (R — r)r„‚-doc = 337,5-da; 

xs = 0 mm aus Symmetreigründen; dM„ = rm-sina'dA = 22781,25-sinwd01;

1 “i _ 22781 ‚25 "
X

X' . [Sina -da = 43,0mm; S(O mm/43,0 mm)ys : _1060,29,81 0
“1

7.43 a) r = 45; A = (1/8)41 r2 ;

= %-f—da (Flächeninhalt eines Kreissektors = Bogen r-da mal Radius gebrochen durch 2);

dMy = Abstand des Schwerpunktes von dA von der y—Achse mal dA = %crvcos a-dA;

dM„ = Abstand des Schwerpunktes von dA von der x—Achse mal dA = —ä—-r-sin a—dA;
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7 Anwendungen der Integralrechnung
 

cr2 1t/4

xs =l- IdMy-—82-I£rrcosa-zlr do.=— [sina]"/4= 4—3—J5or=27,0mm;
A 01 1:1' 0 3 2 31l:

112 1t/4

ys=l-J'de=—8— I—2—-rsina-—r [coa]"”=ii2_fl r=ll,2mm
A u m-2 0 3 2r

oder kürzer: tan 22,5° = ys/xs (aus Symmetriegründen) : ys = 11,2 mm; S(27,0 mm/l 1,2 m)

b) r = 50; A = %-1vr2 ; dA = 12-rzoda; dMy = %-r-cos oc-dA; dM„ = %—r-sin a-dA;

31t/4

 

 

“:

xs=i- IdM = 8 [32--lrcosa-—r2da:8_; [sina]3n/4: 4—;/5.r=10,0mm;
A y 3nr2 0 3 2 911:

111 311/4

ys=i' IdM„= 82 [Zr sintnt°lr2 da=£{—cosa.]ä"”=4 2+J5 -r=24‚2mm
A a 3m- 0 3 2 911 91t

oder kürzer: tan 67,5°= ys/xs (aus Symmetriezgründen) => ys—— 24,2 mm; S(10,0 mm/24,2 mm)

c) ys—— 0 aus Symmetriegründen; A= (5/6) 11 r2 ,weiter wie a) oder b);
1111/6 1 21' 2

—ll;!.dMy [ —r005111-—r2 da.=—-[sino.‘„7fä6 =——-r=—5,7 mm;
=571:r21t/6 3 2 511 51t

S(—5,7 mm/O mm)

7.44 Kreis mit dem Radius r = 4; xs = 0 aus Symmetriegründen;

cos 01 = 2/4 :> oc= 60°, daher ist die Segmentfläche

A=%m2——J5= 9,83;

Obere Kreisliniey= 16—x2 =2 => x2= 12 oder x1=—2-\/5

sowie x; = 2 - x/5 ; obere Begrenzung durch die Kreislinie, untere

Begrenzung durch die Gerade y = 2:

 

 

1 2-J' 22/—

ys=—. (16— x2)—22]dx=— fl(16—x2)—22]dx= 2,82; S(O/2,82)
2A

-2J3

. r 1 2
7,45 SwheAbb.;y=H-x; ys=0;zs=0;dv=n-yZ-dx; V=;1r-r -h;

 

   
   

3

1tl'2h

  
h
--Ix11:y2 dx—-
o
4

--IxdV=

<l
i—

"s:

h l' 2

.3x.n(_.x) dx:

r2h „ h
V

h 3 h

jx2dx= h—3 XT]O =—h= 7,5cm, S(7‚5cm/Ocm/Ocm)
0

:
“ „|

Iw   
7.46 x2 = % -(y2 + 16); xs = 0 und 23 = 0 aus Symmetriegründen;

\
 

 

 

  

V= 1t5x22dy=— 5‚[(y2 +16)dy= 14071‘=87‚9;4
—2

dV= — 22d =9—2(2 +16)-d° . . . . . .
“‘ x16y y’ -6-5-4}3-2-1D'12\'45)(6

y,=g.} .dv_; g_;; _“(y 216y)._2y 2,22, 22/2052) \
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7 Anwendungen der Integralrechnung
 

7.48

7.49

7.50

7.51

 

 

 

 
 

 

 

  

    

 

  

 

 

 

 

 

 

y2=1——96-x(2 +9); ys=0und zs=0aus Symmetriegründen;

4 4
V=njy2dx=lö—"- (x2+9)dx=4480"=521‚3

_3 9 _3 27

dV—n y2 dx—lég-(xz+9) dx,

4 1 16-11 " 27 164: x“ 9x2 4xS—— Ix-dV=—-— (x3+9x)—dx= ._- —+— =0,81;S(0,81/0/0)
_3 V“ 9 _3 4480-11 9 4 2 _3

22=8-y => y1=0,5; y;=—0,5; P(2/0,5);xs=zs=0; 1 ;)
1/2 172 y )(

V=1t- Ix2-dy=8-7t- öfy-dy=1r; dV=n-x2-dy=8wy°dy; { '“
0 + 115

1172 172 1 ] dy* y
2__ 8-1t- -d =—; S(O/—/O) . . . .

MSV! ö[yy3 3 -'3-2-'10'12X3

ys—— zs= 0 aus Symmetriegründen; B,. dx ,

Y -. ,
V= 1t3y2 dx= 81: dex= 647t= 2011, dV= 1t--y2dx= 8nxdx; 4 y?

0 2-. _ {\

4 4 51 '2 1 ir.
xS=—l—-Ix-dv=—-i8 1t-Ix2°dx=ä; S(£/O/O) -2-- \*‘54

v 0 v 0 3 3 _4__

-6 X \

A - —— Flachenschwerpunkt: Obere Begrenzung y — —r x/h + r

aus Beispiel 7.13, Lehrbuch Seite 252; /

V=Ao2-7t-ys=%—2-1v%=;-r2 h=2094cm3=2,1dm3

a) f(3) = 32 = 9; obere Begrenzung: y] = 9; untere Begrenzung: yz = x2; 135!
3 3
__2.=.=L.._.=A—J(9 X )dx 18, Xs A (_)[X (Y! YZ) dx \ P(3/9)

3
=i.jx.(9-xz).dx=3; V=A2qpx,=18-2.n.3=127‚2
180 8 8 -3-2-10123_'4

X

4 4
1 7° : o . =-Ix-ydx—E°Ix—(x+2)dx—E,V A27txs 234,6

4

b)A=I(X+2)C1X=IÖ; xs=
0 o o

i
A

 
2 2 2

c)A=Ie*dx=ez—l=6,39; xs=i-Ix-ydx= 1 -Ix-e"dx=l,3l;V=A-2n-xs=52‚7l
0 A 0 6,39 0

1t/2 ] 1t/2 ] 1|:/2

d) A: Isinxdx=l; xs=—° Ix-ydx=—- Ix-sinxdx=l; V=A°2n-xs=2n

A o 1 o
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7 Anwendungen der Integralrechnung
 

7.52

7.53

7.54

7.55

7.56

7.57

7.58

 

 

  

 

  

y 11 Zu 7.53

S(Xs/Ys) ‚If

/I‘
xT3

S

h #

Siehe Abbildung; A = r-h; xs = %-r; V = A—21t—xs = Ph°2113° % - r = n—r2-h

Siehe Abbildung; S(xs/ys) Linienschwerpunkt, ys = r/2, M = 21cys°s = 1ms = nr- h2 + 12

Siehe Abbildung; S(xs/ys) Linienschwerpunkt; ys = xs aus Symmetriegründen; bei der Rotation des

Viertelkreisbogens der Länge %um die y—Achse wird eine Halbkugelfläche mit dem Inhalt

A = 2111"2 erzeugt: 2wxs % = 21112 => xs = 3
11

Berechnung als Differenz der Trägheitsmomente zweier Vollzylinder mit der Höhe jeweils h; ihre

Radien sind ri bzw. ra, ihrelMassen sind1m- =-p -h1tri2 bzw. rna = p . h1tr„2 :

I=——-m r -%m. -.2r —2--p-;'hnr -—2°°P°14hm =—'P'h"'(f:'fi4)=

()(><>(><)
Lösungsvariante: dV—" 2111hdr (siehe Beispiel. 19, Lehrbuch Seite 160 unten);

2 2 2 2
"‘i ra “ri

___. = m .__
I_ P ]'r2 2112"‘1'"h dl'= 2P TI: hrIl'3 dr=Plll. (1°: _r.=) p.“.h-(raz—riz)_ra 2

"1

Berechnung als Differenz der Trägheitsmomente zweier Vollkugeln; ihre Radien sind ri bzw. r„

 

ihreMassensindm =p71-3bzw.ma=p 4—3£r‚3 I=%-m‚-rf—%-mi-riz=

2 411 5 2 411 5 2 411 3 3 13-13 2 13-13
=__. ‚_.r __. ‚__-r. =-. ‚_. _ . .—=_. . ‚m m _m

593.593. 503(1 )r2—r13 5 r3-r13 “ '

SatzvonSteinerzls=%-m-Rz; I=IS+m-a2; a=R; I=%-m°Rz+moRz=ä—m-R2

SatzvonSteiner:ls=%-m-Rz; I=Is+m-a2; a=R; I=%-m-R2+m—Rz=%-m-RZ

Zu 7.59 y ‘ Zu 7.60
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7.59 Siehe Abbildung auf voriger Seite; Zerlegung des Kegels in Zylinderscheiben der Höhe dx und

7.60

7.61

7.62

7.63

dem Radius y als Volumselemente; dV = 1t-y2 dx; eine solche Zylinderscheibe besitzt die Masse

dm = p-dV und das Massenträgheitsmoment dl = %y2 dm = % y2 -p (W = %1tp y4dx ; y = %x ;

h 4 51 4 1 R h 3 l 2 2
I:— d =— =—' °— R h'R :275pr x 10 p 37521tp-h—4c? %-m-RÄ mKegelmasse

Siehe Abbildung; Vorgangsweise analog wie in Aufgabe 7.59: dV = 1t-y2 dx; dl = %y2 _

 

  

  

  

 

  

=%YZ'PÖV=%TEPY4C1X; Y=r+R—h.r—X;Kegelstmnpfinassem=p-£-h°(Rz+R-r+rz(=

3_ 3 h h _
=p-fi°hoR r ; I=-l—1tp_(y4dx=Ltp((r+£x)4dx; Subst. u=r+B_—rx; d—u=R——;

3 R—r 2 0 2 0 h h dx h

h 1 h 1 R 5 h 1 h_ ._. _. __‘E __ __. 5-5—dx—Edu; I=—1tp _(u4 —_rdu=—1tp R—r [5 (r+ h x) ]o—lo1tp R—r (R ‚r (-

_____13‘-h (R —r3( R5 —r5 =—-m .R5 —r5 Ergebnis auch als Differenz der Massen-

R——r R3 —r3 10 R3 _r3 ' trägheitsmomente zweier Drehkegel.

dV=1t-y2-dx; dm=p-dV=p—n-f-dx; y=%-x2;

dl=%oy2-dm=%op-n°y4-dx;

4
_1 1 3 _ 9 4 8192
I—E-n-p'E-Jx dx-32_9-1t p-[x („= --1t pm2860--p

2 b2 2 2dV=n—f—dx; dm=p-dV=p-wf-dx; y =—2-(a —x (;
a

l 2 l 4dI=—- -d __. . ,2 y rn 2 p n y dx

1 b 2 2 b4 2 2
I:; n p-a4 __[(a —x de=— 712 p 2 7_£(a —x (zdx-

_“ b 4 2 3 1 a_ 8 4 _ 2
- op —4- a x 2a x +—-x5 -—-ab np-—-m-b m1t m

a 5 15

a) Obere Begrenzung der Dreiecksfläche: y = h —% - x ;

y3dx=— (b(h——x)3dx =de Ib=Ix—b_1 3=—' dx;
3 y 03

b.3
                               

 
 



7 Anwendungen der Integralrechnung
 

                                   

7.65

7.66

7.67

7.68

_ u.h3 . 

‚ 3
Trägheitsmoment des Dreiecks DEC: I2 = v; ; 

I=Il+lz=   
 

u-h3 + v-h3 _ (+v)-h3 _ g-h3

3 3 3 3

 

Das gesamte Trägheitsmoment ist das Vierfache der Summe der
Trägheitsmomente des Trapezes ASEB sowie des Dreiecks ECB

 

  

Y A
bezüglich der x—Achse. v 3 F3
01 = 62,5°; u = a—sin 01 = 0,9239-a; v = a°cos 01 = 0,3827-a; D U /

Obere Begrenzung der TrapezflächezGerade durch A(O/u+v) und " 15>’ CP

B(u/u), y] = -1 . x + 11 + v = —0,4142-x + 1,3066-a; _ S xü
ll

Obere Begenzung der Dreiecksfläche: Gerade durch B(u/u) und

C(u+v/O), y2 =_£_x+u(u_+v)_ —,-,2414x+3154a;
v v

 
U+VU

1: 4-[ [% . y‚3 dx + [ %yä dx] = 4 . (0,440 . a4 + 0,025 . a")= 1,86 . a“, Integr. durch Substitution.
0 u

3
= ./ 3 - x dx = 2 . J3 (Integration durch Substitution u = 3 — x);

o

1_21
dx=x'f"y 2.—„/' 0 =2_—-./fi=

dx=—2udu;u=d3— x:>x=3— u2;Grenzenzx=0=>u=J3,x=3=>u=0;

1 2 ° _ 1 12.5 _6 _ ‚
'2—1/—° 03-(3 u2°) 11' (—ZU)du=m'lig°us —2u3\/_1|3 —m'liO—(——S—]]—gu"],2,

31 1 . 36 6 144 . .
ySS=äo;[yz dx:?‚3.6[(3—x)dx =T=0’65; Ix= g-J3, Iy= ?J3 nach Be1sp1el 7.25;

X°xdx; Substitution u—- 43— x,

t
.
.
“

2 2

s.v.31einerzls„= 243-273[%) =0,62; lg„ = %„/' - 2„/'3‘-(%) =2‚14

y= R2—x2°l =li[l-y3dx=2-l-IT[(RZ—x2
’ " 3 3-R 0   

 

 

&!
a-.

2-- 1
1-1r

.1
x 13 2 x 4

2
8 1 2 3 2 3

a) A=Jx2dx=g; xS=X-(I)x ydx=;£ x3dx=5, Ys=

2 2 2 2
Ix=j'l-y3dx=l-Ix6dx=ß=6,lo;I =j'x2ydx=jx4 dx=£=6,40;
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7 Anwendungen der Integralrechnung

2
128 8 6 32 8 3Is„=1‚—A.y2— 3 (_) =2,26;1„=1 —A-.xg=?-5.(E) =0,40

b)A=]Ä/£dx=£° xS=—- fx;oydx=l- [x3/2dx=1—52; ys= 1-Iy2dx=i'4[xdx=£;
0 3’ 160 2—A „ 320 4’

4 4 4
1 =]- y3dx=l.jx3/de= —=4,;27 1 =Ix yc1x=jx$/2 dx=fi=36‚57;
" 0 3 0 7

2 2

=1 —A-y2-64 16 G) =1,27; Isy=Iy—A-xxä=%—%-(%) =5,85

]
343660.1 xex/de =1,1604; 

2 2 12
c)A=Ie” dx=3,4366; xS=X-Ix—ydx=

0

1122

— —— d 0,296"S::'141(I‚y‘1x=.‚2:44366je ": 9
1 2 2

x;--Ie3x/2 dx=4,24;1‚ =jx2y dx=jx2 .e"/2 dx=5,75
0 0

IS=1-A.yg=1‚27;1sy —A-.xg=1,09

"
'
“
<
|

 d)A= ;j—dx= 0,6931 xs=— Ix-ydx .;[x ex/de= 0,4427
:0,6931

°

äÖ[ydx .f 1 dx=0‚3607;
=-,206931 J(1+x)2

! 2 l
1 3 1 1 1 x 1

I = —- d =—- —d =—;I = —d = — —1 d =0,19;
"ySE|‘3 y x 3 ;[(x+1)3 x 8 ’ Jx+l x ö'[x+l+x )x

Is, =1„ —A-yä =0,035; 1sy =1y —A.xä =0‚057

 

 
7.69 Q'(X)=-qo; Q(X)=-Iq(X)dx=-qo -X+Cl; ,

x2

M.,=IQ(x)dx=-—qo- —+c‚. x+C2;
L=4m

q/(EI)=0.EBBm°M., 1 x2" =—__=__ _ ._+C . + 5mmY(x) EI EI[ (10 2 1 x C2)

' 1 X3 x2 ,

)'(X)=—E —qo.?+cl.T.|.C2.x+c3 ;y(0)=0 => C3=O;

“” = _ 24 6 2

4 3 2

[—qo.x—+c‚.x—+cz-x—+c‚]; y(0)=0 => c„=o;

y(X)=- [
4 3 2 3 2

x x x 1 x x
— -—+C o—+C -— ; ' =— —+C -—+C - ;(10° 1 2 2) y(x) E_I[ C10“ 6 1 2 2 ")

L4 13 13 1 L3 L2
L =-— - .—+c .—+c .— =0, 'L =—— - .—+c .—+c -L =0 odey() El[qo24 16 22] Y()EI[CI0612 2 r

u
. 2

4L-C,+I2Cz=QO'LZ’ 3L-CI+ÖC2=QO'LZ :> Cl=_q2L, Cz=_ql;“;

4 3 2 21 [- qo.r__üx__g.x_)_q_o.(x4_„xs„zxz)

 

“”:—E 2 6 12 2 24131
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7 Anwendungen der Integralrechnung

 

  

7.70 Q'(X) = —qo ; 000 = - Iq(x)dx = -q() —x + c] ; F

10 cm L= 4 m2

Mb(x)=IQ(x)dx=—CI0'X?+CI'X+CZ;
V ql(El)=0.lIßm'3

  

  
2

x
Q(0)=qo-L = Cl=qo-L ; Mb(x)=-qo-T+qo-L-x+cz;

L2 -L2
Mb(L)='CIO'T+QO 'L2 +C2 :> C2 =“30—'

2 2 2x x L
Mb(x)=“QO'—2_+qo'L ..x_92i L2=q0'[_T+L'X_TJ;

 

 

„ Mb (lo x2 LZ ' (lo "3 "2 L2=-—=— ——L- +— ; =—— ——L-—+—— +C ;“x) 1 El[2 " 2 “X) EI 6 2 2 x ’

(x)—-q—°- £—L.-’i+lß.l‘i+c -x+C — (0)—0 :> C —o- '(0)—0 :> 0 —0°y EI 24 6 4 3 “ ’y “ ’y 3 ’
4 3 2

y(x)=-q—° x——L-"—+Lz."— = ‘“ (x4-4L—x3+6L2-x2)
1 24 6 4 2451

7.71 Q'(x)=—qo; Q(x)=—Iq(x)dx=—qo—x+c‚; a 4m

  
2

M = = .x_ .b(x) IQ(x)dx «1° 2+C‚ x+C: y „(En=mm_s
1cm

  

2 2 2

M‚„(L)=0=-q„-I-“2—+c‚L+C2 => cz=q°2L —C1L;Mb(x)=—qoiz—+Cl-x+q°2L —C1_L;

2 2
x——C‚x—qOL +C‚L ;
2 2

10 Mb)( =—_=—.Y( ) EI EI [CIO
 

1 X3 x2 Clo'L2
y'(x)=fi qo?—c‚.?——2—.x+clLx+C3, y(0) 0 => c‚=o;

4 3 2 2

y(x)=L-[qox——CIL—-q—OL—°x—-+ClL%-+C4} y(o)=o => (34:0;

 

EI 24 6 2 2

1 x4 x3 q L2 x2
=—. ——c —— ° - 2+c L— ;

Y(x) EI [% 24 ‘ 6 4 x ‘ 2

1 (qoL4— 4cL3— 6q0L4+12CÜ] 13; O=_SQOL+8C1=> C1=5q8°L;
24 EI

 y(L)=O=——

 

1 4 Sqo-L 3 3q0L2 2 (10 4 3 2 2x = .x ___x +__ x =—-2x —5Lx +3L x
“ ) 24-E1[q0 2 2 48-EI ( )
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7 Anwendungen der Integralrechnung

 

„ M7.72 a) y (x)=_E_ä=gq_gT-(fi-x3 —qoL—x];

 

   

 

L=4m
4 2

(10 x x .Y(x)=—_—'[_'_'QOL'_+CI]a y „,(E„=mm.a
6 EI 15mm  

5 3
q x x _ _

Y(X)=ä°[—o“——QOL'?+C1'X+C2J;Y(O)_O => C2—0;

  

4 4 3 3 3

y(L)=O= “0 -[qo-L——qo-L—+Cl-L) oder 9—026L—— q—0—6L +c‚=o : C=7c1600L ;

 

6EI 20 6

5 3

y(x)=_c_10__ _x__._£.x3+.7_li_.x =i—-(ioxs—'IOL-x3+7L3-x)
6- EI 20L 6 60 360+EI L

2

b) Q(x)=-qT°-XT+C‚;M„l,(x)=-"-L x +cl x+C‚; M.,(0)=0 => cz=o;

M (L)=0=_ELLZ+C -L = (: =q°L- M (x)=_q_°.x3+M.x=_q_0. £—L-x-
" 6 ' ' 6 ’ " 6L 6 6 L ’

  

. Mb q0 X3 ! q0 X2=-—= -———L- ; = "—-L—+c ;“x) EI 6-EI [L x “x) 6-E 1 4L 2 3
x5 )(3

—Lo—+C3—x+c4 ; y(0)=0 => C„=O;  y(X) = 6qu 20L 6

(L)—O-q—°° £-£.‚.c -L -_—> (; _lL3-
y 6EI 20 6 3 ’ 60 ’

y(x)=—- —-—-x +—-x
6EI 20L 6 60

 

X

7-73 q(X)=(qz-ql)--E+ql;

 

x2

Q(x)=—(CI2 “Q1)'E—Ch 'X+C1;

Q(x)=0 :> C; =0;

Mb(x)= _q6—quX3 —%-XZ+C2; Mb(0)=0 :> C2=0;

Mb(x)='u°x3-ä°xz; y"=-—Mb(x)=1 q—2‘“ x3+&.xz' ;
“ 2 El E_I 6L 2

' 1 c12"‘11 4 Cl] 3

=_'—°x+—°x +C; ‘L=O=>C=— 3
y EI(24L 6 3y“ 3 24EI(CI1C12)

' 1 (12 Qi 4 q; L3
=— +— —— 3 +

y(x) EI [__24L x 6 -3x 24'(Q1 C12);

C12 Ch (11 4 L3
=—. —.x5 +_.x ___ 3 + 'X+C ;y(X) I[120L 24 24 ( q; qz) 4]

L4

y(x)_L q_z-q; xs+3_x4_31_‚3113_x+11q‚+4q2L4
E1120L 24 24 ——120
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7 Anwendungen der Integralrechnung
 

 

T/2

7.74 a) i=—— Zi(t)dt=—T-o[th+ I(—i)dt]=%[—i%—i--—}]= O,wie anschaulich sofort ersichtlich;
T/2

— 1 T- 1 - -
li =?- idt =?—i-T =i, wie ebenso anschaulich sofort ersichtlich;

o

T/2 A 72 T .

I=\/l [ [12dt+ I(—ifdt]= /'—-Idt=i
T T

o T/2 o

e _ T/2 T » „ _ T/2„ T “ .
b)1‚-i,12———1—; 1 =% 1dt— I—dt =% 1, M =l- I1dt+ I%dt =%1;

2 0 T/2 T 0 T/2
 

3

—. 1 “’ {[(1 ) ( T)] ':
=—- dt dt — ——O T—— = ;|| T |i!i +fi[3i ]: T 3 + 3 1

/3 T 72 T

[= i-[T ”dt —° dt]: '-- dt=°\/T [ +T£(1)2 /Toj .

7.75 Rechnung mit T = 2 ms (Periodenwert ist ohne Bedeut1mg fiir das Ergebnis).
Au — — 1 2ii ü tz 2 fi

&) “(t)=—t;u=lul=—oj_.tdt=_. _
=_;

2 2 02 4 2 0 2

2 ‚. 2 .2 31 .

U: l. B.t) dt: “ - t— = u

2 0 2 8 3 0 ./3

b)u(t)=ü-tfiir0<t<1-2u(t)=2ü—ü-tfiirl$t<2;

ul=—ä—[Iü tdt+]'(2ü—& t)dt]=£;

Z==\l/% [}(ü--t)2dt+_[(2ü— ü--t) dt]=J—-üi[_[t2 dt+ü2 f(212)dt]= 5-

c)u(t)=3—“-tfiiro<t<5/3; u(t)= 6ü— 3ütfiirS/3<t<2;

\] : ul =_. I ————— u+—' ü =2,

2 [5305 5/3 _]; 6 6

r5/3 313 2 2 . - 2 173ü25/32 .; 2 2[(?-t) dt+ [(6u—3u-t) dt = 5- [?) -ojt dt+(3u) -I(2—t) dt =

  

N
I

  

   i
—
l

l
'
_
fi

C
) N

+

:
>

D
)

N

_
_
_
.
I

II

31
=*

                

  

5/3
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7 Anwendungen der Integralrechnung

7.76 3) u(t)=4?u-t fiir0$tST/4; u(t)=0fiirT/4<tST;

 

 1T/44ü 2 14621742 14ü2T3 &U= —-f—-t dt= —- -J'tdt= —. _ .—=—
T 0 T T T 0 T T 192 J12

b)u(t)=ü-sin(cot)fi1r0<t<T/2;u(t)=0fiirT/2<t<T;co=2n/T;

_ 1 172 1 T Ü
11 : |u =7f° Iü sin(cot)dt=?- ü[——cos(cot)];2 =T-u.ä-[—cosn+ll=;;

0
  

U
T/2 T/2

1 .2 . 2 _ 1 .2 . 2 _ . 2 _ 1 _ _
\/?.0Ju -sm (mt)dt - J?°uo[sm (C0-t) dt , [sm (wt)dt — I; (] cos(2cot))dt -

%-(Ildt— Icos(2cot)dt)=—2-(t—2— sin(2cot))+C= %-(t—4—i-sin(%- ))+C;

&

2

T2/2 T/2
ö[sin2 (mt)dt=— t—lsin(fi-t) =l.l=l; U: l.ü2.I=

41! T 0 2 2 4 T 4

7.77 Rechnung unter Weglassung der Einheiten

a)u(t)=5 filr0$t< l;u(t)=—2 fiir15t<3;T=3;

=g..[';5d„}(_2)dt]=gv;

T|=%Lj5dt+fl— 2|dt]= 3v U=J—Ljszdt+j(—2)dt]=Jfi „3,32v

b)u(t)=2-(t—l) fiir 05t<3;u(t)=4 fiir3$t<4;T=4;
_ 1 3 4 7

u =Z'[2' J(t—l)dt+4-Idt]=z v;

u|= %-22[-_flt——-l|dt+4 3[dt]=l.[2;j(1- t)dt+2 j(t- l)dt+4- 4jdt)=°—;V

U=J%[Z(2(t— l))dt+3j4%t]=—,/i-[lz+1e]=fiz2,65v
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7 Anwendungen der Integralrechnung

7.78 Rechnung unter Weglassung der Einheiten

a)u(t)=t fiir0<t<4; u(t)=8ß— t fiir4<t< 12; u(t)=t— 16 fiir 12$t<20;T= 16;

|Fl=i6 [Itdt+t_[(8— t)dt+ [(t- 16)dt]= 0 v;

=] 4 1 8 12 15

u|-IZ[j]t|dt+—fl8-1|dnflt-16|dt]=—-[jtdt+j(8-t)dt+ j(t-8)dt+ I(16—t)dt =
16 O 4 12 16 0 4 8 12

U— i- [tzdt+li(8—t)zdt+Zi(t—16Ydt —iv
_ 16 0 4 _‘5

b) u(t)= 25sin(cnt)= 25osin (ä—ä t)= 25 -sin(% . t); T = 10 (die Periode fiir die Sinuslinie

zwischen t = 0 und t = 10 hat jedoch den Wert 20);

 

10
u= u|=—-i 25--sin(ßot)dt; Substitutiona= 03--t=——"—--t, '=9£= £=>dt=;da;01

10 0 10 dt 10

Grenzen:t=0 => a=1-0=0;1=10 : a=£-10=n.
10 10

10 11

Isin(£d)dt = Isina-£dt =£-[— coscx]1,t =£-[—cosn+cosO]= —2—Q;
0 10 0 11: 11 11 11

F=lu :

10 2 2 11

U: L 25-sin(£-t)) dt= 2—5 Lisin2 a—da= 21i02-—Ojsin2 ada;
10 0 11 1_0 n 0

1! 1! 1!

6[sin2 ada = [% - (l — cos(2a)da = J% -(1 — cos(2a)da = % [0112— — -nsin(2a)]
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8 Grundprobleme der numerischen Mathematik

8 Grundprobleme der numerischen Mathematik

8.1

8.2

8.3

8.4

8.5

Nein, wenn die Frage allgemein gestellt ist. Ein Computer kann nur Zahlen, die mit “seinen”

Maschinenzahlen zusammenfallen, exakt darstellen. Dies sind nur endlich viele Zahlen. Die

übrigen Zahlen, und das sind unendlich viele Zahlen, können nicht exakt dargestellt werden.

Hier ist wesentlich, dass der Rechner nmnerisch und nicht, wenn das möglich ist, symbolisch

rechnet. Übliche Taschenrechner wie auch Excel rechnen numerisch. Mit dem Voyage 200 (oder

dem TI 89) kann auch symbolisch gerechnet werden. In letzterem Fall muss bei diesen und den

folgenden Aufgaben sichergestellt werden, dass der Rechner numerisch arbeitet. Dies erfolgt etwa

dadurch, dass mindestens eine der eingegebenen Zahlen als Kommazahl eingegeben wird.

@“'@'SEEIMI

 

 

-1313 + 1. 1090013190001.

- 10“ + 1. 1001300000001.

-1012+1. 1.512

 

 

 

  
 

 

   

 

TI—83/841 18A9+11888800081
1a*1a+1

1518
18“18+

1.068888881518

  
 

IIS.->a 5.

l4.z°l3+b 4.:'13

 -1912 + s. 1.00000000001c12

H IN 0

  

  
 

x = 123,50: 1000(x — 123,44) = 60;

l2.:'13+0 2.5'13
la+b+c=a+b+c tru_j

MM

   

 

   
  

  

  
 

 

  
 

 

 

  
 

@- Voyage 200 bei
Einstellung im

- s. - 105 + 4-10 '5 someone. Mnde M°9“E
- 5. -1@5 + 6-18 “6 5009000.09091 Dtsplay ng1ts
.(9_)1e _ 98.98 109. auf FLOAT:

_16—9"81+19"8 ‘
HMN OEG fill? l'IINC '!) 0 ‘

82 "

A

1 10“-+4=
_ 10‘5 + 6 =
3 5*10° + 5%”

Mathcad: 1015 + 1 = 1000000000000001

1016 +-1 = 10000000000000000 1016 +-9 = 10000000000000008

@“. Voyage 200 bei
Einstellung auf

 
FLOAT:

l5. ->a S.
l4_5'149b 4.E'14

l2.s‘14+c 2.2'14  la+b+c=a+b+c fals_

Isola [ ! im 4310 %_____EN|

x = 123,54: 1000-(x — 123,44) = 100. Das Ergebnis liegt zwischen 60 und 100.

  @‚ 'fiffiüäfifififim@_.

- 44444444. 5 + 9 44444444. 5
- 44444444. 4 + b 44444444. 4
- a2 - b2 8888900. - . + b) -(a - b) eeaesse.se

  
    (a+h)*(a—b)
m ..     

Statt 32 — b2 den gleichwertigen Term (a+b)-(a—b)

verwenden!
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8 Grundprobleme der numerischen Mathematik
 

8.6

8.7

8.8

 

Beispielsweise wird graphisch das
Ergebnis fiir eine Rundung auf 2
sowie auf 3 Nachkommastellen, also

fiir 3) und b) gezeigt. Die beiden

Graphen sind unterschiedlich dar-

gestellt: als Anzeigestil ist Line bzw.
Square gewählt.

1 1

401

ul=round(4-ul(n -1)-(1- 11101 -1))‚ 2)
uil=.1147857

1 4-u2(n-1)-(1-u2(n-1))‚3)

750 0000 74
750 0000
750 0000 794796      
750 0000

1
750 0000
750 0000 71 3 41
750 0000 81830

a) 1 _, 99-70-«5 \_99-70«/5
99+70-J5 (99+70-J5)-(99-70«5) 1

b) Mit x/2 gerechnet ist das Ergebnis: 0,00505063...;

0,02 - (99 - 70 -@

=99-70ß 

 

 

99—70 - 1,414 = 0,02; relativer Fehler: = 2,96%
99 - 70 -5

10005505010... -
;=000505010... ; relativer Fehler: 99+7°"7'2 = 0,0076%
99+70- 1,414 ;

99+70-«5

. . . . x

a) 1—cosx =l—cos(2-ä)=1—(cosz%—sm25)=snnzf+coszi—cosz5+sm25=2-sm2—
2 2 2 2 2 2

Winkelmaß: RAB;

Voyage 200: l—cos 0,001 = 0,000 000 499 999 96; 2 . sin2@ = 0,000 000 499 999 958 333

0 001
2

Mathcad: 1 - cos(0.001) = 4.99999958325503 )( 10_ ? 2-sin[T] = 4.99999958333335 )( 10- 7

131 v .  o'=1-csmn _> 131 _ -. ß =2*SIN(A1Q)*2
    

  Excel:

Der Term 2 - sin2 39291 ist rechentechnisch vorzuziehen, da keine keine Subtraktion auftritt
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8 Grundprobleme der numerischen Mathematik
 

b„_„/——xz_ =£:_‘sz'l.x;___1/xz—I=sz—l>= 1 .
1 x+«/?——l x+JE x+m’

ln(x-Jfi)3 =In[Ülxz——_l]s =ln (x+\/x_z——l)_3 =—3-ln (x+«/xz——l);

' 3

Voyage 200: 1n(1 1 1 1,1-,/1 1 1 1,12 -1) = —23,1 18 758 259 09;

—3-ln(llll‚ln/llllf -1) =-23‚118 758 317 937;

Der Term — 3 —In (x + \/ x2 -— l) ist rechentechm'sch vorzuziehen, da keine Subtraktion auftritt

8.9 h„„ = s-tana„„ = 100-tan 17° = 30,57 m; h„ = s-tana„., = 100-tan 19° = 34,43°;

Ah,.„„ = %-(h„ —h„„) = 1,9 m; 110 = %-(h„„ +hob) = 32,5; h = (32,5 + 1,9) m

8.10 3) Az„.ax = |Ax| + |Ay| = 0,1 + 0,2 = 0,3; z = 60 + 0,3
b) Almax = 2°|AXI + |Ay| = 20,1 + 0,2 = 0,4; z = 70 i 0,4

c) Az..ax = |Axl + |Ay | = 0,3; z = 40 + 0,3
d) AZmax =3-le| + |Ay| = 0,5; 2 = 20 i 0,5

9) Azmax = 2-(2-le| + |Ayl) = 0,8; z = 60 + 0,8

8.11 |—Ax—I=O,Ol=l%; @
x0 0

a) Azmax /z() = 0,01 + 0,004 = 0,014; zo= 500; Az„‚ax = zo-0,0l4 = 7; z = 500 i- 7

b) Az„„ /z() = 0,01 + 0,004 = 0,014; zo= 5000; Az„„„)( = z„0,014 = 70; z = 5000 + 70
c) Az„‚„ /z(, = 0,01 + 20,004 = 0,018; zo= 50000; Az„‚ax = 50000-0,018 = 900; z = 50000 + 900
d) Az„‚ax /z„ = 30,01 + 0,004 = 0,034; zo= 200000; Az„mx = zo 0,034 = 6800; z = 200000 + 6800
e) Az„‚„ /z() = 0,01 + 0,004 = 0,014; z„= 0,2; Az„mx = z070‚014 = 0,0028; z = 0,2000 + 0,0028
1) Az„‚„ /z() = 20,01 + 0,004 = 0,024; zo= 2; Az.„ax = z„0‚024 = 0,048; z = 2,000 + 0,048
g) Az„„ /z0 = 0,01; zo= 0,3; Az‚„ax = „0,01 = 0,003; z = 0,300 + 0,003
h) Az„‚„ /z0 =2-0‚004 = 0,008; zo= 4105; Az„„„ = „0,008 = 3,210"; z = 4105 + 3210“7
i) Azmax /z0 =20,01+ 20,004 = 0,028; zo= 0,04; Az„,ax = zo-0,028 = 0,00112 = 0,0011;

z = 0,0400 + 0,0011
_ Az‚„„ A(x + y)max . |Ayl 0,1 + 0,2 0,2
)—=—+—=—+—

z() x() + y0 y0 60 50

Az„,ax = „0,009 = 0,0108 + 0,011; z = 1,200 + 0,011

8.12 Siehe Lehrbuch, Seite 284 unten

%_ |A_ml „ léLl
Po _ mo Vo

„a=M„„lfi_l,l+b_l

= 0,004 = 0,4% ;

= 0,009 ; zo= 1,2;

=LA£|+2.IA_V|AE.kinb max

) mo VoEkino

AP.mm =|A_R|+M+M

a)

mo Po “0 be d) Po R0 A0 10

APA_M M |A_h| +8_|_A_ll |_All
6) Po _ mo +2. do + ho 80 _ 10 +2. 10
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8.13 a)U=U1— U2;Uo=23„0—185=4,5V;AU„„=|AU‚|+|AU;I=O,OS+O,OS =0,1V;

8.14

8.15

8.16

8.17

8.18

8.19

 AU —°——°5 =0,217%; AU —-°'—°5 =0,270%;U= (4„5i01)V;
UT, 23,0 U20 18,5
AU„„„ _0_,1

=,222% (etwa zehnmal so hoch wie die relativen Messunsicherheiten der 

U0 4,5

Spannungen U; bzw. U2)

b) U01, = Ulob — U2„„ = 23,05 — 18,45 = 4,6; U„„= Ulm — U2°b = 22,95 — 18,55 = 4,4;

AU„„ax = %-(Uob —U„„) = 0,1 V; U0 =%-(U„ +U„„) = 4,5 V usw. wie oben

2

a) A = aT./3; AA„‚„ /A0 = |Aa|/a0 + |Aa|/a„ = 2 - |Aa|/a„ = 2-0‚5/38 = 2,63% (die Faktoren %

und J— haben natürlich keine Messunsicherheit);

b)A„=3—8’5./3= 641,83mm, A„„=37T5 3 = 608,92mm2;

AA‚„„,= (A„ - A„„)/2—— 16,45 mm2', Intervallmitte A0 = (A.; + A„„)/2 = 625,38 m2;

11) A =%d2; AA,„„ /A0 = 2 . |Ad|/d„ = 20,01/0,83 = 2,41%

b) A„ =% 0,842= 0,5542 mm2, Aun =% 0,822 = 0,5281 mm2; AA„„„ = (A„ — A„„)/2 = 0,0130 mm2;

Intervallmitte A0 = (A,. + A„„)/2 = 0,5411 mm2; AA„„„/A„ = 2,41%

a) V =% d3; Vo = 33,510 cm3; AV„‚„/V„ = 3 _ |Ad|/d„ = 32/40 = 15%;

AV„.„, = v„0,15 = 5,0 cm3; V = (33,5 i 5,0) cm3

b) v(„, = % 423 = 38,792 cm3, v„„ = % 383 = 28,730 cm3; AV„„.x = (V„ — V„„)/2 = 5,0 cm3;

Intervallmitte Vo = (Vob + V„„)/2 = 33,761 cm3 = 33,8 cm3 (gerundet auf die Genauigkeit von
AV„,„,); v = (33,8 i 5,0) cm3; AV„„„/V„ = 15%

a) v = abc ; V0 = 7118,43 cm3; AV„‚„ /v() = |Aa|/a„ +|Ab|/b„ +|Acl/c0 = 0,0158;
AV„„„ = Vo—0,0158 = 112,66 cm3 = 0,11 dm3; V = (7,12 i 0,11) dm3

b) Vob = 24,3-18‚646,0 = 7231,68 cm3, Vlm = 24,1-18,4-15,8 = 7006,35 cm3;
AV„‚ax = (Vol, — V„„)/2 = 0,11 dm3; Intervallmitte Vo = (V„|, + Vun)/2 = 7119,02 dm3 (gerundet
auf die Genauigkeit von AV„‚„); V = (7,12 i- 0,11) dm3

V = a b c ; AV„1ax /V() = |Aa|/a0 +|Ab|/b0 +|Ac|/c0 = 0,03; nimmt man die gleiche relative Mess-

unsicherheit bei den drei Kanten an, also |AaI/a0 = |AbI/b0 =|Acl/c0 , so muss jede Kante mit einer
relativen Messunsicherheit von höchstens 1% gemessen werden

AV„‚ax /V0 = 2 - |AdI/d0 +|Ahl/h0 ; nimmt man gleiche relative Messunsicherheiten fiir d und h an,

so ist |Ad|/d0 = 0,02/3 und |Ah|/h0 = 0,02/3 . Daraus: |Ad| = 150,02/3 = 0,1 cm und

|Ah| = 28 0,02/3 = 0,187 cm = 0,2 cm.



8.20

8.21

8.22

8.23

8.24

8.25

8.26

8.27

8.28

8 Grundprobleme der numerischen Mathematik

3) P = u . 1; Po = 224-85,2 = 19084,8 W; AP„‚ax /P = |AUVU0 +|Al|/l0 = 3/224 + 0,2/85‚2 =

= 0,0157; AP„‚ax = Po-0,0157 = 300,4 = 0,30 kW; P = (19,08 i 0,30) kW
b) Pob = 19385,8 W, Plm = 18785 W; APmax = (Pob — P„„)/2 = 300,4 W = 0,30 kW

Po = (Pob + Pun)/2 = 19085‚4 W; P = (19,09 i 0,30) kW

! = U/R mit R = R1+ R2+ R3; R0 = 1350 Q; I0 = Uo/R0 = 230/1350 = 0,1704 A;

AR„„=ARI+ARZ+AR3=4+ 10+ ] = 15 Q;
Almax /I0 = | AU VU0 + | AR |/R0 = 3/230 + 15/1350 = 0,0242; Almax = 10.0‚0242 = 0,0041 A;

I = (170,4 i 4,1) mA;
Meth0de der Wertschranken: Rob = 13659 ; Run = 13359 ; Uob = 233V ; U„„ = 227V;

_ 174,53 — 166,30|„ = 0,017453A = 174,53 mA ; |„„ = 0,01663A = 166,30mA ; A|„‚ax _—2—= 4,1mA;

Intervallmitte: |() = L453%1959 = 170,4 mA ; 1= (170,4 i 4,1) mA

v = s/t; Av„„„,/v0 = |As|/s0 +|AtI/t0 = 2% + 3 % = 5%

4F | _E =W-E; AEmex/EO =IAFI/Fo +2'IAdI/do +IAII/lo +IA(AI)I/(AI)O _

= 47100 +2-0‚01/0,82 +3/3022 +0,1/2,7= 0,1024 = 10%;
E. = 211940 N/mm2; AE...ax = EO 0,1024 = 22 kN/mm2; E = (212 i 22) kN/mm2

a) b = Jc2 - a2 ; b(„, = ./240‚22 —172‚22m2; b„„ = ./239‚82 —172‚62 m2 ;
Abmax = (bob _ bun)/2 N 0,49 m

b) cosß = a/c oder B = arccos a/c ; Bob = arccos(l72,2/240,2) = 44,201°;

B..., = arccos(l72,6l239,8) = 43,965°; Aß„.„ = (ß,., — ß„„)/2 = 0,12°

1
R =—

l/Rl + l/R2

1 1
R =—————Q;R„ =—Q; = - „/2=1,4Q;

°” 1/403 + 1/102 “ 1/397 + 1/98 ARM" (R“ R" )
R0 = (Rob + R„„)/2 = 79,998 (2 = 80,0; R = (80,0 :t 1,4) Q

; R ist maximal, wenn der Nenner minimal ist und umgekehrt;

e" x
a)—y b) 111—

e y

‚/—xz+4_2__xzfi._whz+4+2 =_‚(._
1 Jx2+4+2 Jx2+4+2

x = -__9999‚ y = 10002.
Bei Anderung von "0,9999" in "1" besitzt das Gleichungssystem keine Lösung; denn es kann nicht
zugleich x + y = 3 und x + y = 1,9998 gelten. Das Gleichungssystem ist schlecht konditioniert.
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9 Einige numerische Verfahren

9.1 Es wird im Folgenden jeweils eine Möglichkeit gezeigt, wie vorgegangen werden kann.

x* bezeichnet die Lösung.

 

 

a) x x3 + x — 1

0 —1
1 1
0,5 —0,375
0,7 0,043
0,65 —0,075
x* liegt also zwischen
0,65 und 0,7; x* z 0,7

 

 

d) x x + In x — 2

1 —1

2 0,69

1,5 —0,095

1,6 0,070

1,55 —0,012

x* liegt also zwischen

1,55 und 1,6; x* z 1,6

 

 

b) x x3 —3x — 3

0 —3

2 —l

3 15

2,1 —0,039

2,15 0,48

x* liegt also zwischen
2,1 und 2,15; x* z 2,1

 

 

e) x x — e"‘
0 —1

l 0,63

0,5 —0,1 1

0,6 0,051

0,55 —0,027

x* liegt also zwischen
0,55 und 0,6; x* z 0,6

 

 

c) x x4 —3x2 — 1

0 —1

1 —3

2 3

1,5 —2,69

1,7 —1 ‚32

1,8 —0,22

1,85 0,45

x"' liegt also zwischen 1,8

und 1,85; x* = 1,8

 

f) x x —l—sin x (x in rad)

0 —1
1 —0,84
2 0,091
1,8 —0‚17
1,9 —0,046
1,95 0,021 
x* liegt also zwischen 1,9

und 1,95; x* @ 1,9

9.2 Je nach Startwert xo (grau hinterlegt) ergeben sich unterschiedliche Folgen xl, xz, X3 .
x* bezeichnet die Lösung. '
3) 2x + In x = 1 :>

1
b) x = cos(x) = (p(X) , x in rad

x,. 1000x= 5.(1-lnx)=<p(x)

' «>00xn

USW.

x* = 0,687

d) l—x = sinx =>

  

x* = 0,739

C) x3—2-x2+x—2=0 =>

x3=2xz—x—2 oder

x =3\12x2 —x—2)=q>(x)

 

 

 

 

   

x = 1— sin(x) = (p(X) ,

 

 

 

 

   

x in rad

n x„ 1000
0 0 ‚5000 0 ‚5205

1 0 ‚5205 0 ‚5025

2 0 ‚5025 0 ‚5153

3 0 ‚51 53 0 ‚5045

usw.

x* = 0,511

 

 

 

 

   

e) x4nx—2=0 :>

In x = 2/x oder

x = e”" = <9(X)
n x„ 1900

0 11.0000 7.3891

1 7.3891 1 ‚3108

2 1 ‚3108 4,5985
3 4,5985 1 ‚5440

usw. 1 ‚5448 3 ‚6496

x* = 2,346

 

 

 

 

 

n x,. 900

0 1 ‚00m 1 ‚4422

1 1 ‚4422 1 ‚5772

2 1 ‚5772 1 ‚81 19

3 1 ‚51 19 1 ‚5903

USW.

x* = 2,000

0 x2 — J; = 4 :>

X2 = 4 + «E oder

x=\/4+J; =(p(X)

n x,. 900

0 1 ‚0000 2‚2351

1 2‚2351 2‚4459

2 2‚4459 2‚2552

3 2 ‚2552 2 ‚41 79

usw.  
x* = 2,352
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9.2

9.3

g) x3+x—I=O=>

j)

a)

b)

x3=l—xoder

 
 
 

  
    

h) x2+lnx=2 =>

x2=2—lnx oder

x = i} 1 — x = (p(X)

n X.. 1000
0 0,5000 0,7937

1 0,7937 0,6155
2 0,6155 0,7426

; 3 0,7426 0,6486
1 usw.

x* = 0,682

sinh x —2x = 5 = k)
x = er sinh(2x + 5) = (p(X)

 
 

 

 

 

n x„ 1000
0 1,0000 2,6441

1 2,6441 3,0265
2 3,0265 3,0979
3 3,0979 3,1107

usw.

x* = 3,1 13

Graphische Ermittlung der

Startwerte: y = sin(2x) —l + x2
4 _ .

‘!

  

 
 

 

 

    

x = J2—lnx = (p(X)

n x„ 1000
0 1,0000 1 ,4142
1 1 ,4142 1,2659
2 1 ‚2659 1 ,3223
3 1 ,3223 1 ‚3117

usw.

x* = 1,314

2"‘ — sin(x/3) = 3 =>
2"‘= 3 + sin(x/2) oder

__L. ' 5 =x— “ ln(3+sm2) (p(X)

 
 

 

 
   

') e"‘ =%—0‚8 =>

x = 3 - (e"‘ + 8,8): (p(X)

 
 
 
 
 

n x„ 1000
0 1 ‚0000 3,5038________

1 3,5038 2,4903

2 2,4903 2,8487

3 2 ‚8487 2,81 22

usw.

x* = 2,619

  

x2 + ln(2x) = 0 =>

ln(2x) = —x2 oder

" =%'e'xz = (MX)

 
 

 
 
   

n x„ 800

0 1.8888 -1 ‚7988 n x.. «>00

1 -1 ‚7986 -1 ‚1488 0 05000 03894
2 -1 ‚1488 -1 ‚2967 1 0.3894 0.429?
3 -1 ‚2967 -1 ‚2607 2 0.429? 0.415?

usw 3 0,4157 0,4206
usw.

x* = -1,268
x* = 8,419

sin(2x) = l — x2 :>
x = 0,5oarcsin(l — x2) = <p(x)

sin(2x) = 1 - x2 = 0 :>
X2 = 1 — sin(2x) oder

x = — l— sin(2x) = (p(X)

 
 
 ,j/„

_2 ..

2 Lösungen;

Startwerte xo = —1 bzw. 0,5

 

 

Graphische Ermittlung der
Startwerte: y = cos(2x) +1 — x

2

 

 

 

2 Lösungen: Da die Funktion
symmetrisch ist, liegen die
Lösungen gegengleich auf der
x—Achse; Startwert fiir die

positive Lösung: xo = 0,9

 
  
 

 

 

  
   

  

Minus vor Wurzel, um eine " x,. (001)
negative Lösung zu erhalten! ? g-iggg gjääg

x m rad' «>00 2 8,4889‘ 0:43ß4
" " x" 3 0,4384 8,4782
0 -1„0000 -1 ‚3818 „SW

1 -1 ‚3818 -1,1701

2 -1,1701 -1 ‚3109 * =

3 -1 ‚3109 -1 ‚2234 x2 “746
USW.

X1"' = —1,26

cos(2x) = x2 - 1 = (X—l)o(x+l) =>

. _ _ COS(ZX) __ cos(2x) _
x 1— x+l oder x_ 1 +l_(p(x)_

In (001)

 

usw.

x1* = 0,89 (die Anzahl der nötigen
Näherungsschritte hängt stark davon ab,

wie nahe der Startwert bei x* liegt.
Negative Lösung: x;* = —0,89
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9.3 c) Graphische Ermittlung der

Startwerte: y = 2" + 1 —4x
2-

1\ /
01 :2 3 31 5 's

x
_2--

 _4-.

 
 
 
   
 
 
 
    

2 Lösungen; Startwerte 0,5 bzw. 4

2"=4x—1=> 2"=4x—1=>
= . x = | 4 -1x 0.25 (2 +1) <p(x) x=%=,(„
n x„ 900

0 0 ,5000 0,5035 " Xn ”00 .
1 05036 0,6299 0 4.0000 3.9059 :
2 0,5299 0,5359 1 3,9059 3,8706
3 0,5359 0,5357 2 3.8706 3.8562

3 3,5552 3,5505
x‚* = 0,64

x2* = 3,85

9.4 Da die Polynome vom Grad drei sind, genügt die numerische Ermittlung einer Lösung x*. Durch
Abspaltung des Faktors x — x* erhält man eine quadratische Funktion. Die zugehörige quadratische
Gleichung kann wie üblich gelöst werden.
a) Graphische Ermittlüng eines x3 —4x2 + x + 5 = 0 =>

Startwertes einer Lösung von x = 4x2 —x — 5 oder

b)

0)

y=x3—4x2+x+5
10--

Y

.7\ /
-'2 0 "2—th

_5-.

_10_.

Startwert fiir die größte
Lösung: xo = 3,2

 

Graphische Ermittlung eines
Startwertes einer Lösung von

y = x3 —x2 —10x + 5

-'4 -'2 _5 0\'2/ ‘4
X

-10

-15

Startwert fiir die größte
Lösung: xo = 3,5

Graphische Ermittlung eines
Startwertes einer Lösung von
y = 0,5x3 -x2 - 3x + 1

 

Startwert fiir die größte
Lösung: xo = 3,5

oder x =%/4x2 —x—5 =cp(x)

 
 
 
 
   

n x,. 1900
0 . 3,2000 3,1997

1 3,199? 3,1995

2 3,1995 3,1994

3 3,1994 3,1992

usw.

x1* = 3,199

x3—x2—10x+5=0 =>
3

x = x2 +10x — 5 oder

x=%lx2 +10x+5 =(p(X)

 
 
 
 
   

n x,. 0000
0 3 ,5'. -- 3 ‚4529

1 3 ‚4029 3 ‚4749

2 3 ‚4749 3 ‚471 2

3 3 ‚4?1 2 3 ‚4594

usw.

x1* = 3,468

0,5-x3 —x2—3x+ 1 = 0 :>

X3 = 2x2 + 6x — 2 oder

x=3\/2x2+6x—2 =<p(x)

 
 
 
 
   

n x„ 6900
0 3,5000 3 ‚51 59

1 3 ‚51 59 3 ‚5250

2 3 ‚5250 3 ‚5309

3 3 ‚5309 3 ‚5335

usw.

x1* = 3,537

Polynomdivision:

(x3 -4x2 + x + 5) : (x—3,199) =

x2 - 0,801 . x - 1,562+3z
x — 3,199

4 x2 - 0,801 - x - 1,562;

x2 - 0,80Lx — 1,562 = 0 =>
x;"' = —O,912;x;* = 1,713.

Rundung der Nullstellen auf

2 Nachkommastellen:

x3 —4x2 + x + 5 =

= (x—3,20)-(x—1‚17) (x+0‚9l)

Polynomdivision:

(x3 —x2 —10 x + 5) : ()(—3,468) =

x2 + 2,468 - x - 1,441 + °'°°3 =
x - 3,468
 

= x2 +2,468-x -1,441;

x2 + 2,468-x—1‚441 = 0 =>
x2* = —2‚956; x,* = 0,488.

Rundung der Nullstellen auf

2 Nachkommastellen:

x3—x2—10x+5=

= (x-3‚47)(x+2,96)-(x-0‚49)
Polynomdivision:
0,5-X3 —x2 — 3x + 1 =

0,5-(x3 -2x2 — 6x +2)
03 —2x2—6 x + 2) : ()(—3,537) =

x2 + 1,537 . x -0,564 + °'°°6 z
x - 3,537

5 x2 + 1,537 . x - 0,564;

x2 + 1,537-x—0‚564 = 0 :>
x;* = —1,843; X3* = 0,306.

Rundung der Nullstellen auf
2 Nachkommastellen:

0,5(x3 —2x2— 6x + 2) =
= 0,5-(x—3,54).(x+1 ‚84).(x—0‚3 1 ).
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9.5

9.6

9 Einige numerische Verfahren

Der Startwert (grau hinterlegt) kann graphisch ermittelt werden. Die Lösung ist fett gedruckt.

 

 

 

     

 

 

     

 

 

     

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

     

 

 

 

     

 

 

   

  
  

 

    

 

 

  

 

   
    
    

   

  
  

  

    

 

    
   

   

   

 

 

     

 

 

 

 

     
 

 

 

  

 

 

 

 

    

 

 

 

     

 

 

 

a) f’(x)=3x2—l b) f(x)=x3—3x—3; f‘(x)=3x2—3

" X.. f(xn) f '(X„) X.— - f(xn) ! f '(Xn) „ x„ f(x„) f '(x„) x„ - f(xn) ff '(X..)
0 -1,5 -Ü,875Ü 5,7500 -1‚3478 0 2 -1,UÜÜÜ 9,0000 21111

1 -1,35 -Ü‚1ÜU7 4,4499 -1‚3252 1 211 0.075,41 103704 2.1038

2 -1,33 43.0021 4,2685 -1,3247 2 210 013003 10.2784 24033

3 432 03000 42545 43247 0 2,10 0,0000 10.2700 2,1030

c) f‘(x)=3xz+2,lö-x+o,98 d) f'(x)=%+2xe""

“ &. f(xn) f '(X„) X.. - f(xn) “‘ '(X.J , ,
0 4 01000 1,0200 4,0540 " "“ “"fl’ f(x") X°'f(x“)” (x“)
1 4,05 0,0000 2,0400 4,0520 “ ‘-5 'Ü-ÜÜ54 “13329 115141
2 4,05 0,0000 2,0270 4,0520 ‘ ‘-51 “010001 03725 ‘-5143

2 1,51 0,0000 0,0724 1,5143

e) f(x) = x2 —2+ln(x/2); f'(x) = 2x + l/x t) f ’(x) = 2x+4-sin(2x)

n X.. f(x„) f'(x„) x„-f(x„)ff'(x„) " f(xn) f'(-><„) x„-f(x„)ff'(xn)
0 1,5 00377 3.0007 1,5103 4 0
1 1,51 0,0001 3,0027 1,5103 1 10
2 1,61 0,0000 3,0020 1,5103 2 5 0 10

5 ‚__‚_„„U‚__‚_5‚7„1_5.

g) f(x)=x2-e"‘— 1;f’(x)=(2x-xz).e'x h) f(x)=2*+x—2;f‘(x)=zx.lnz+1

" X.. f(xf.) f'(><„) Xn-f(xn)ff'(xn) " X.. f(xn) f'(><..) Xn-f(X„)/f'(xn)
0 0,0 0,3440 0,0425 0,7210 0 05 0,0050 1,3003 0,5433
1 0,721 0,0002 4,0340 0,7030 1 0,543 0,0000 2,0101 0,5430
2 -0,704 0,0016 -3,8476 -0,7035 2 0.543 13.0000 2.0099 0.5430
3 0,703 0,0000 0,0431 0.7035

i) f(x)='9_x+ „1-2; j) f(x)=2x—tan(x); f'(x)=2—l/coé(x)
" xin rad

f'(X)= l-ll'lx + l . .

x2-lnlo 2-Jx+1 n X.. f(x„) f(xn) x„-f(x„)ff (x„)
. . 0 1 0,4420 4,4255 1,3105

n X.. f(x„) f(x„) x„-f(x„)f f (xn) 1 1,01 4,1333 40.0040 1,2230 [
0 2 -U.1174 0.3220 2.3847 2 1,22 -0,3105 0,6529 1,1761
1 2.3 -U.UU75 02534 13915 3 1.10 00482 -4,7615 1,1659
2 2.39 00000 13.2812 23917 4 1,17 0,0010 4,4451 1,1050

5 1,17 0,0000 -4 ‚4341 1 ‚1050

k) f(a)=tana —0‚25 —0,5csina; n X.. f(xf.) f'(X..) X„-f(xn)ff'(xn)
f ‘(a) = 1/cosz(a)— 0,25-cosoc, a in rad U 0.5 0.0586 0.859? 0.434?

1 0,434 0,0034 0,7014 0,4200
01 = 0,430 rad = 24‚6° 2 0,430 0,0000 0,7555 0,4200

0) 15 Startwerté: “ X„ f(xn) f'(X.J ><„-f(xn)ff‘(xnl
—1‚5; 2; 4,5; 0 4,5 40250 21.7500 4,2074

1 4,207 0,4100 17.0454 4,2030
—2 x 0 f’(x)=2x2—10x 2 4,204 0,0040 17.4300 4,2035

3 4,264 0,0000 17.4251 4,2035

-15

n & f(x„) f'(an X„-f(xn)ff'(xn) n X.. f(><„) f'(><n) X„-f(xn)ff'(xn)
0 2 0,0000 0,0000 1,7500 0 4.5 0,1250 15.7500 4,5070
1 1,750 0,0400 0,3125 1,7550 1 4,500 0,0005 15.0051 4,5070
2 1,766 0,0000 0,3000 1,7550 2 4,500 0,0000 15,0045 4,5070        
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9 Einige numerische Verfahren

9.6 b)

c)

9.7 a)

b)

C)

Startwerte:

—1,5; 0,5;

f(x) = sin(2x)—l+xz;

f ’(x) = 2-cos(2x) +2x

 

 

? 20 Startwerte: —1,5; 5
15

10 f(x)=x3+5—ex;
f’(x) = 3x2 —e"

= 0 2 4 15“’ -51 1 x

y’ = 4x3 —12x2 + 4x ; y" = 12x2— 24x + 4;

y”’ = 24x —24;

Nullstellen : y = x2—(x2 — 4x + 2) = 0; Produkt—
Null—Satz: x2 = 0 sowie x2 — 4x + 2 = 0 :

x1= 0, x; = 0,59; X3 = 3,41;

Exkema/Wendepunkte:

y‘ = 4xo(x2 — 3x + l) = O; Produkt—Null—Satz:
x=0 sowiex2—3x+ ] =0 =>

X4 = 0; x5 = 0,38; x6 = 2,62; y”(0) $ 0 => T1(0/0); y"(0,38) < 0 => H(0,38/0,09);

 

 

 

   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

-2

  
  

 

y"(2,62) > 0 :> T2(2,62/—11,09); y“ = 0 => x-; = 0,18; xa = 1,82;
y”’(0,18) = 0 :> W, (0,18/0,044); y“‘(1‚82)=t 0 => W2(1,82/—6,49)

y’ = 7x6 — 5; y" = 42x6; y’” = 252-x5;

Nullstellen: y = O; Startwerte fiir das Newton—Verfahren: —l ‚5; 0,5

und 1,2 : xl = —1,34; x; = 0,20; X3 = 1,27

Extmma/Wendepunkte:

y’ =O => X4 = 6‚15/7 = 0,95; X5 =—6 5/7 =—0,95;

y”(0,95) < 0 => T(0,95/—3,05); y"(—0,95) < 0 => H(—0,95/5,05);
y” = 0 => x6 = 0; y’(x) wechselt an der Stelle x6 = 0 das

Vorzeichen (Lehrbuch Seite 149 unten) : W(O/l)

Gerade Funktion; y’ = 4x3 —4x; y" = 12x2—4; y’” = 24x;

Nullstellen: x4 —2x2 +1 = 0; Substitution u = x2; u2 — 2u + l = 0 =>

ul =u2= ]; x2= 1 :>xl = l,x;=—l;

Exüema/Wendepunkte:

y‘ = 4x-(x2 -1) = o; Produkt—Null—Satz :> X = o, x2 - 1 = o, d.h.
X3=0;x4=1;x5=—1;
y“(0) < 0 => H(O/l); y"(l) > 0 :» T‚(1/0); T2(—l/O);
y“ = 0 :> x6 = JÜ3= 0,58; x7 = —0‚58;

y“‘(0‚58) = 0 => W1(0‚58 / 0,44); Wz(—O,58 / 0,44)

 
x
a
—

  

" X.. f(xn) f '(X..) X.. - f(><..) ff “(XJ
8 -1 ‚5 1 ‚1088 -4‚8880 -1 ‚2773

1 -1 ‚277 0,0778 -4,2200 -1 ,2588

2 -1 ‚258 0,0007 -4‚1411 -1 ‚2587

3 -1,269 0,0000 -4‚1404 -1 ‚2587

n % f(xn) f '(X„) X.. - f(xn) ! f 1%)
0 0,5 8,0815 2,0808 0,4580

1 8,458 -0,0013 2,1383 0,4588

2 0,457 0,0000 2,1358 0,4588

n X.. f(xn) f '(X..) ><„ - f(xn) / f '(X..)
0 -1 ‚5 1,4018 8,5288 -1 ‚7148

1 -1 ‚715 -0‚2223 8,8415 -1 ‚8881

2 -1 ‚888 0,0034 8,3741 -1 ‚8888

3 -1 ‚689 0,0000 8,3888 -1 ‚8888

“ Xn f(X„) f |(Xn) X,. ' f(X„) If l(Xn)

0 5 -18‚4132 -73,4132 4,7482

1 4,748 -3‚3734 -47‚8258 38788

2 4,878 -0‚21 01 -41 ‚8554 4,8738

3 4,874 -0‚0010 -41 ‚5582 4,8738

4 4,674 0,8000 -41 ‚5583 4,8738

Verlauffiir —1 s x S 1
1
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9 Einige numerische Verfahren 

9.8

9.9

9.10

9.11

9.12

   
3 3

f(x)= x3—,=af(x) 3x2°,xn+l=xn— f(x„) = _x„—a___ 3x„ —(x‚2,a)_
f'(x„) " 3-xf, 3 x

3

a) 1000-q-qq—'11= 3217; 1000q4 —1000q = 3217-q -3217 oder 1000-q4 —4217q + 3217 = 0;

f(q)_-— 1000-4q——4217q + 3217; f’(q)= 4000q——4217, die Verzinsung liegt wohl über

1% bis (kaum) 10%; daher ein Startwert etwa qo= 1 0,3

n u.. f(9.) f'(u.) q..- f(n.)l f(t1..)
0 1,03 4,0012 15331 1,0305
1 1,0355 112705 237125 1,0354
2 1,0354 [10004 222113 1,0353
3 1,0353 0,0000 22200 1,0353 ;Verzinsung also 3,53%

 
 
 
     

5 _

b) 1000.q.‘:1—11 = 5801;1000q6 —1000-q = 5801-q —5801;

f(q) = 1000q6 — 6801 ;q + 5801 = 0 => q = 1 + p = 1,0499; Verzinsung: 4,99%
7

c) 1000 . q-‘L—'11 = 9083; f(q) = 1000-q3 _ 10083-q + 9083 = 0 = q = 1,0652, d.h. 6,52%

a)q= 1,0;4 Ko= 2500, n= 3 => K3 =2500--q q3——11=8116‚„16.Sp01e1n1age nach3Jahren
q—

      b) 8116.16 '1-1;.daraus f(q)= 2000q —10116,16q+8116,=16 0=> q=1,1589,
qq—

Zinssatz 15,89%
6

Wertem Mio; Barwert Angebot A: 10 + 2 q_q—l_] ;Barwert Angebot B: 4q - gq;ll -L ;
_ Cl_6 q

6 6

q _1 16 = 4-q _l-is => 10;q6 -(q—l)+2-(q° —1)—4-q--(q° —l)=0 oderweiter
q —1 q q -1 q

vereinfacht: 3q7 — 4q3 + 2q — 1 = 0; mit beispielsweise qo = 1,1 ergibt sich mit Hilfe des Newton—

Verfahrens: q = 1,1362; Zinssatz daher: 13,62%.

Gewinn G(x) = Erlös E(x) - Kosten K(x)

 

 

a) E(x)—= 50x; 800
11 V 700

G(x)= 50x— [% .—°'x _? x2+60x+50)= 0 oder 600
500

f(x)_— 6.G(x)—— 2x3 - 33x2 +60x + 300 = 0 :> 400
Gewinngrenzen x; = 5,2 ME; x; = 13,4 ME 300

200
100

—100

b) E(X) = p(X)°X; 800
x 1 11 v 700

G(x)=(55——)X ——( -3x —— x2+=60x+50) 0; 600
2 3 2 500

f(x)=3-G(x)=x3 -15-2x +15x+150= 0 :> 400

Gewinngrenzen: x;= 4,6 ME; x;= 12,9 ME 300
200

100

 

-100
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9 Einige numerische Verfahren

9-13 3) D(X)=@=xz-14X+QO+% ; yigg

D'(x)=2x—14—$ =o oder 400

" 300
f(x)=2x3-14x2-145=0 => x=8‚1; 200

290 100

9.14

9.15

9.16

 

D”(x)= 2+_3_;D”(8,1)>0 :> 8,1 ist
X

Minimumstelle; Betriebsoptimum somit bei ca. 8 Stück

b) E(X) = p(X)-p; V ........... :

G(X) = E(X) - K(x) = -x3 + 5x2 + 65x - 145 = 0 :>
xl = 2,0; x; = 10,4;

Gewinngrenzen bei ca. 2 und 10 Stück

    200

-200

6 _ 6 _
Barwert A: 10 000.q—11—30 000; Barwert B:15000-q—1—1)—52000;

q

 

 

 

  
 

6 .( _ q6 .( _

q6 —1 _ 916 —110 OOO-T— 30 000 — 15000-T— 52 000 ; daraus nach Umformung:
q . _ q . _

f(q) = 22-q7 — 27-q6 + 5 = 0 = q = 1,0965; d.h. gleichwertig beim Kalkulationszinsatz 9,65%

Flächeninhalt A eines Segments der kreisförmigen Querschnitts- //f===\
2 / ‚ '\

fläche: A = % - (01 — sin 0) , 01 im Bogenmaß; bei gegebenem 01 / Querätlgxlt(tsdes

ist h=r- l—cosg ;Länge des Tanks: 20 dm; //\\ r }
2 //\g‚/ \\ //

Fassungsvermögen des Öltanks: 1t°r2°l = 2262 Liter; \< . _ , \, /

v] = 500 = A-2O = 10 - 62(01 - sin (1) = 500 oder \L._/„_ih
f(oc) = 360-(01 — sinoc) — 500 = 0; f ‘(01) = 360(1—c0301); A

Startwert fiir V1 = 500 Liter: 010 = 2 rad z115°:

" % f(%) f '(ü..) % - f(an) ff '(%)
0 2 -107‚3471 509,81 22106 _ _ °

1 2.211 69979 57492 2,1994 °“ “ 21198 rad “ 126 °
2 2,199 0,0215 571,39 2,1994 h : ‚.(l_cosg) = 3 27 dm „ 33 cm
3 2,198 0,0000 571,38 2,1984 ' 2 ’   

V2 = 1000 = 10.62-(01 — sin (1) ; f(a) = 360-(01 — sinoc) — 1000 = 0 :> 01 = 2,959 rad z 170°;

h2 = 5,45 dm % 55 cm;

V3 = 1500 = 10-62-(01 — sin oz) ; f(01) = 360o(01 — sina) — 1500 = 0 = 01 = 3,666 rad % 210°;

h; = 7,55 dm z 76 cm;

V4 = 2000 = 10-62o(01 — sin 01) ; f(01) = 360(01 — sinoc) — 2000 = 0 :> 01 = 4,566 rad @ 262°;

h4 = 9,92 dm @ 99 cm;

2-1t-f2 2000 _ ___—__"_____
vHalbkugel : 3 = T“ ' " ’ K \\r\ )}

_ 2

Kugelsegment der Höhe h: V =%- (3r — h); V.‘ = %'V„a‚bk„ge‚ $h

 

 

 

=> f(h)=h3—3th+looo=o;Startwertetwaho=öz> h=6‚5 cm
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9.18

9.19

 

 

 

     

9 Einige numerische Verfahren

 

  
 

     
 

22
9,17 8 = 2 + 14 - tana ——L62 ; daraus unter Verwendung von V 20

80 - cos 01 10
sin2a = 2-sinoc—cosa: f(a) = 120-cos201 — 140-sin(201) + 49 = O; 15

f ‘(oc) = — 120-sin(201)—280-c0s(201), 01 in rad; 14

n er... f(or...) f'(°t..) or...- f(ü.) ff '(OL..) 12
0 0,5 230122 0522012 05930 "' p(1418)
1 0,5030 1,6295 -210‚0702 0,0011 8

2 0,0011 00123 0120007 00012 3
3 0,6012 0,0000 -212‚7016 0,6012 2 '

ou" = 0,6012 rad; Startwert fiir die zweite Lösung etwa 010 = 1,5 => 0 2 4 6 010121410

012* = 1,3745 rad. Abwurfwinkel im Gradmaß: 34,4° und 78,8° )(

P: 8=a-cosh-?+b; Q: 6,5 =a-cosh%+b=a+b => b= 6,5 —a;

25 25 _ y
8=a-cosh—+6,S—a oder f(a)=a-cosh?—a—I‚S=O, 104 P(25/8)

f'(a)=cosh—:—?- sinh£aä —l 0(070‚5)

" an f(8„) f'(8„) an ' f(8...) ff '(8„) _' _' _' ' ' ' '

0 200 0,0045 00070 2002204 30 50 10 ° 10 2° X3“
1 200.2 0,0026 -0‚0072 2005023
2 208,6 0,0000 00072 200,5029 & = 208,6 ‚„

X . 2 3 .. q-L“ .
u=t,y(u)=-k-u-(1—3u +2u ), wenn abkurzend k= 48 E | , k> 0, gesetzt w1rd.

y‘(u) = k-(l — 9u2 + 8u3); y“(u) = k-(—l 8u + 24u2); y“‘(u) = ko(—l8 + 48-u);

y‘(u) = 0 oder 1 - 9u2 + 8u3 = 0 =. u‚ = 0,4215; y”(0,4215)z —3,3k < 0 => u] = 0,4215 ist

9.20

9.21

9.22

Maximurnstelle; x,...ax = 0,4125-L ist die Stelle größter Durchbiegung;

y” = 0 oder -—18u + 24u2 = 0 :> 112 = 0 (Einspannstelle, hier nicht von Interesse) sowie
113 = 0,75; y“‘(0,75) $ 0 2 113 = 0,75 bzw. xw = 0,75-L ist Wendestelle;

q-_L4 (M“—-0‚00542 ; = 0,00224 -Ymax E | VW E 

q+2
q

0) Partielle Integration => G(q) = [— XT+2 - e'x/2] = _T ; e"‘/2 +1

 

 

 

    
 

 

 

_ q_+2 -q/2 = _ _ _ —q/2 9. f(9.) f"(9.) 9.-fl9.)ff'(qn)b) e +1 0,95 oder f(q)- 0,1 (q+2) e 9 002220 0.05% 9,4441

q e“°’2 0.444 000102 00420 94074
f'(Q)=—°e => q=9,488 9,407 000002 00413 9,4077

9,400 000000 00413 0,4077
-200L(x) = J10000 + x2 + 2500 + (200 - x)2 ; L'(x) =++ "

\/ 110000+x2 J42500-400x+x2

L"(x)= '°°°° /2 2500 „; L’(x)=0 => x=133,3; L”(133,3)>0'=>
(10000+x2)3 „ (42500-400x+ß)’

x = 133,3 ist Minimumstelle; kürzeste Verbindung bei x = 133,3 m

Die Koordinate ys des Schwerpunktes mit Hilfe der 1. GULDIN’30hen Regel.'

A--21t yS=V; A= b-h——-r =8400——-r2; V=1t-h2 b— .3r =n (588000—%—r3);

y,=40: [0400-3 r2)o807t=7t-(588000—%13); 672000-4010112=500000-%«3

f(r) = ? —307t-r2 +63000 => r =31,7mm
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9 Einige numerische Verfahren
 

9.23 a)f(x)=1+x-(—4+x-(2+x-(—3+x)));
f(3)=1+3-(—4+3-(2+3-(—3+3)))=1+3-(—4+3+(2+0))=1+3+(—4+6)=7

b) f(x)=-5+x2.(—1+x.(—3+x2));
f(2)=-5+4(-1+2(-3+4))=-5+4-(-1+21)=-5+4-1=-1

c) f(x)=xo(-8+x—(5+x(2+x-(l—x)-)));f(—2)=(—2)-(—8—2—(5—2-(2—2-(1+2)-)))=
=(—2)-(—8—2 (5—2+(2—6-)))=(—2)-(—8—2-(5+8))=(—2)-(—8—26)=68

d) f(x) = x-(—10 + x2-(—l + x2-(—7 + x3)));
f(2) = 2—(—10 + 4-(-1 + 4.(—7 + 8))) = 2-(-10 + 4.(—1 + 4-1)) = 2(-10 + 4.3) = 4

 

 

 

 

 

 

 

 

9.24 a) I: 0,7257 = 0,59-k + d b) I: 0,7291 = 0,60-k + d

II: 0.729] = 0,60-k + (1 II: 0,7324 = 0,61-k + (1

k = 0,3400; (1 = 0,5251 k = 0,3300; d = 0,5311

y = 0,3400-x +0,5251; y(0,593) = 0,7267 y = 0,3300-x +0,5311; y(0,606) = 0,7311

9.25 a) I: 0,9759 = 0,22-k + d b) I: 0,9737 = 0,23-k + (1

II: (L9737 = 0,23-k + d II: 0,7337 = 0.24-k + d

k = —0,2200; d = 1,0243 k = —0,2400; d = 1,0289

y = —0,2200-x +1‚0243; y(0,222) = 0,9755 y = —0,200-x +1,0289; y(0,237) = 0,9720

926 a) I: 1 = k + d b) «R 2 y(x) fiir 1 S x S 2; absoluter Fehler:

11= 5 = 2 ' k + d f(x) = «/£ — (0,4142-x +0,5858);

" = 0,4142; “ = 05858 f'(x) = —' -0,4142 = 0 :> X = 1,4571;
y(x) = 0,4142-x +0,5858; 2-«/I
y(l‚44) = 1,1822 f“(x) = -4/x3/2 ; f“(l,4571) < 0 => fiir x = 1,4571
(genau: \/1‚44 = 1,2) ist der absolute Fehler maximal; f(l ,4571) = 0,0178

927 a) I: In 1,2 = 1,2k + d b) In x 2 y(x) fiir 1,2 s x 5 2; absoluter Fehler:

II: In 2 = 2k + (1 f(x) = ln x — (0,6385-x — 0,5839)
k=0,6385;d=—0,5839 , = , _1_ = =_
y(x) = 0,6385-x — 0,5839; f (") f (") ' x °’6385 0 => " ’
ln 1,5 = y(1‚5) = 0,3739 f"(x) = -1/x2 ; f"(1,5661) < 0 => fin x = 1,5661 ist
(genau: In 15 = 0,4055) der absolute Fehler maximal; f(l,5661) = 0,0325
abs. Fehler: lnl,5 — y(l,5) = 0,0316

9.28 a) y = a-x2 + b'x + c; b) y = a-x2 + b.x + c;

P0=>1: 3=c Po=>I: 3=a—(—1)2+b-(—1)+c
P1=>II:3=a-22+b—2+c P‚=>II: 1=a.12+b.1+c
P; =>111: 6 =Ja—32 + 193 + c P2 :111: 6 = g-22 + 02 + c
a=l‚b=—2,c=3; a=2,b=—l,c=0;

y=x2—2x+3 y=2x2—x

c) y = a-x2 + b-x + c; d) y = a-x2 + b—x + c;

I"@@ä@l

'solve[4=a-('l)2+b-'l+c and 6=a-12b
a= '1 and b=1 and c.=6

...c and 0=a*3“2+h*3+c.(a.h.c))l
MN M0 MIT!H FIINC U30

  
    

Vorgabe

-3 = a(-2)2 + b-(—2) + c
5 = a-22+b-2+c

—3 : a-62+b.6+c

—1

Mathcad:

?
Suchen(a,b‚c) —> 2

3

y=—x2/2+2x+3
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9.29

9.30

9.31

9.32

9.33

9.34

3) y = a-x2 + b-x + c;

Po =>1: 8,16 = a.o,42 + 60,4 + G
P; = 11: 8,56 = 311,22 + 61,2 + c
P2=> III: 11.28 = f:_l°2.82 + b°2.8 + C

a = 0,5, b = -0‚3‚ c = 8,2;
y = 0,5.x2 - 0,3—x + 8,2

9 Einige numerische Verfahren

b) y = a-x2 + b-x + c;

Po : 1: 1 = a-0‚82 + b-0,8 + 0
P, :> H: 5,76 = a.1,22 + 61,2 + c
15 = 111: 10.66 = g2.62 + b-2.6 + c
a=—4,667, b = 21,233, c = —13;
y = —4,667-x2 +21,233—x -13

_ 2 .y - H + b°x2+ <>, a = 0,000767; b = —0,0677; c= 6,98;
I: 6.0 = a-70 + b-70 + <= y = 0,000767 x2 —0,0677 x + 6,98;

_ 2
II! 7,1 _ 390 + b'90 + C y(100) = 7,9 ] Verbrauch bei v = 100 km/h
III: 9,9 =_a-1202 + b-120 + c

y = a-x2 + b—x + c;
x=0: 1: sin0=a:02+boo+c =>c=0
x = 11/4: 11: sin(n/4) = a:(1t/4)2 + b-1t/4 + c
x = 1t/2: III: sin(n/2) = Q°(1t/2)2 + b—1t/2 + c

y=a—x3 +bcx2+c-x+d;
1: o= a-03+b-02+c-0+d =>d=0
11: 1= a-l3+b-lz+c-l+d
111: o= a.23+b.22+62+d
1v: o= g.33+b-32+c-3 +d

a) y=a4-x4+a3-x3+az—xz+apx +30;

I: 0=a4-04+33:03+a2-02+a1-0+30

=ao=0

11: 1 =a4.14+a3.13 +a‚-12+a‚.1 +30
111: 2=a4-44+a3o43+a2—42+al-4+ao
IV: 3=a4-94+33:93+a2-92+a1-9+30

v: 4=a.1-164+a3163+g_2:162+a1—16+29
b) y=a—x3 +b-x2+c-x+d;

1: 1=a—13+b.12+c-1+d
11: 2= a-43+b-42+c-4+d
111: 3= a.93+b.92+c-9+d
IV: 4= :_1.163+b-162+616+d

c) y=a-x2+b-x+c;

I: 2=a-42+b-4+c

11: 3=a-92+b-9+c
111:4=g.162+b.16+6

3) So(X) = 80 + b0°X + C0°X2 + do-X3 fiir 0 S x S 1

S.(x) = a; + b.-(x—l) + cl-(x—l)2+ d;-(x—l)3
fiHISXSZ

So’(x) = bo + Zcoox + 3dg-X2

S;’(x) = b. + 201-(x—1)+ 3d1—(x—1)2
So”(x) = 200 + 6do—x
S;”(x) = 201+ 6d;-(x—l)

a = —0,3357; b= 1,1640; y = —0,3357-x2+1,1640-x:

interpolierter Wert: y(7t/3) = 0,8508;
wahrer Wert: sin(n/3) = 0,8660;

absol. Fehler: —0‚0153; rel. Fehler: = 1,8%

a=l/2;b=—S/2;c=3;

_l. 3-2. 2y-2 x 2 x +3x

] 4 11 3 43 2 533
y=——x +———x ———x +—x;

1008 360 144 420

3/12 z—L.124i.123 _4_3.122 +2.12:
1008 360 144 420

_fiz4,46
35

] x3_1x2 41 4
y=———x +—x +—;

1260 _36x 90 7

3__ 2 _ _ fi__Jl2„%.312 12 +3()12+3105 3,41

l 2 11 36_
y=——x +—x+—,

210 42 35

J12z—m-122+—12_='32=3,49

System von 8 linearen Gleichungen fiir die 8

Unbekannten ao, bo, , dl:

So(°) = a0 = 1;
Sl(l) = 31 = 0,

31(2)=31+b1+c1+d1 =0;
So(l) = Sl(l)! 30 + bo + 00 + do = 31;
So’(1) = Sl’(l)i bo + 200 + 3do = b1;
So”(1) = S1”(1)3200 + 6do = 201;
So”(°) = 2Co = 0;
S1”(2) = 201 + 6d1 = 0

_ _2. l. 3=So(x)—l 4 x+4 x

S‚(x)=—%-(x—l)+%-(x—lf—%-(x—1)3
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9 Einige numerische Verfahren
 

9.34 b) So(x) = 80 + bo-x + co.x2 + d0°x3 fiir 0 S x 5 1 System von 8 linearen Gleichungen fiir die 8
31(X) = 81 + br(X-l) + Cl°(x—l)z+ d1-(X—1)3 Unbekannten ao, bo, , d]:

fiir]$x.<.2 So(0)=ao=l;
So’(x) = bo + Zco-x + 3d0-x2 310) = 81 = 1;

S|’(X) = b1+ 201-(X—1)+ 3d1.(x_1)2 Sl(2) = 31 + bl + 01 + d1= O;

So”(x) = 200 + 6d0-X Sog) : Sl(}): a0 + b0 + 00 + do = a];

S]”(X) : 2Cl+ 6d]°(x—l) SO (1) = S! (I): b0 + 200 + 3d0 = bl;
So”(l) = S|”(l): 200 + 6do = 205

So”(0) = 2Co = O;

Sl”(2) = 2C1 + 6d1 = 0

_ l. _l. 3=>So(x)—l+4 x 4 )(

S‚(x)=l—%-(x—l)—%-(x—lf+%-(x—l)3

c) So(x) = ao + bo-x + coox2 + do-x3 System von 12 linearen Gleichungen fiir die

fiir 0 5 x 5 1 12 Unbekannten ao, bo, , d.:

S.(x) = a‚ + b1-(x—l) + c‚.(x—1)2+ d1-(x—l)3 So(0) = ao = 0;
fiirl$x$2 218;=31=ä;

=+._+._2+._32=32=;3200 32 fi522(2 3)£ 302 (x 2) «12 (x 2) SZ(3) = +2 + +2 + 02 + (+2 + 2;
So’(x) : % + 2co-x + 3do—x2 300) = Sl(1)130 + bo + Co + do = 81;

S](2) = Sz(2).31 + b] + C] + d] = az;

So’(l) = Sl’(1)1bo + 200 + 3do = bl;
Sl’(2) = Sz’(2)2 bl + 201 + 3d1 = 132;

S‚’(x) = b] + 2c1.(x—1) + 3d‚.(x—1)2
Sg’(X) = bg + 2cz-(x—2) + 3d2-(x—2)2

 

30:00 = 200 + ““ so”(1) = sl”(1):2co + M() = 2c‚;
31 (x) = 2°1+ 6d1°(x-1) Sf’(2) = Sz”(2)i 2c‚ + 6d‚ = 202;
Sz”(x) = 202+ 6dz—(x—2) so”(0) = 200 = o;

Sg”(3) = 2C2 + 6d2 = 0

_ E. L. 3=> So(1rc)—15 x+15 x

S‚(x)=1+%(>+-l)+ä(x-1f—%.(x—1)3

.sz(x)=2+%-(x-2)—%.(x—2)2++i ();-2)3
5

d) So(x) = ao + bo—x + co-x2 + do-x3 System von 12 linearen Gleichungen fiir die
fiir0$x$2 12 Unbekannten ao‚bo‚ , d.:

s‚(x) = a, + b.(x-2) + c‚-(x—2)2+ d..(x-2)3 So(0) = am = 0;
fiir2$x$3 ängg=al=ä;

Sx=a+b-x— +c-x— 2+d-x—33 2 =32=;
2( ) 2fiir23(513)55 2( 3) 2( ) Sz(5)=82+2b2+402+8d2=0;

So’(X) = 130 + 200-X + 3do'x2 So(2) = S|(2)! 80 + 2130 + 460 + 8do = a.;

Sl(3) = 320) 31 + bl + Cl + dl = 82;
So’(2) = S|’(2): bo + 4co + 12d0 = b];

S]’(3) = Sz’(3)l b] + 261 + 3d] = bg;

S‚’(x) = b. + 2c1-(x—2) + 3d1-(x—2)2
Sf(x) = bz + 2c2-(x—3) + 3d2+(X—3)2

 

30:00 = 200 + “+)( so”(2) = S,”(2): 2co + 12d„ = 2c1;
31 (x) = 2c++ 6d1-(x—2) s‚”(3) = Sz”(3)i 201 + 6d‚ = 2c;;
Sz”(x) = 202+ 6d2°(x=3) So”(0) = 200 = O;

S;”(S) = 2c; + 12d2 = 0
Lösung des linaren Gleichungssystems mit 3 1 3

Mathcad siehe nächste Seite. 3 SO (x) : fi ' x +E ' x

S‚(x)=l+i—j—(x—2)+%-(x—2f—%-(x-2)3

sz(x)=2+%.(x—3)—ä=(>+-3)2 +238.(x—3)3
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9 Einige numerische Verfahren
 

Lösung des Gleichungssystems von 9.34 d) mit Hilfe von Mathcad (Indizes sind “Literalindizes”):

Vorgabe

%" a1=1 82=2 32+2-b2+4-c2+8.d2=0

a0+2.b0+4-c0+8-d0=31 a1+b1+c1+d1=32

b0+4-00+12-d0=b1 b1+2-c1+3-d1=b2

2.c0+12-d0 = 2-01 2.01 + 6-d1- 2-c2 2-cu = !] 2-02+12-d2 = 0

( [| \

71

0

H
1 +

E
14

Suchen(ao,bu,co‚clu‚a1‚b1‚c1‚d1‚32‚b2‚c2‚u2)_> %

-1

T
2

3
7  

9.35 a) i(t = O) = (:)= Ortsvektor von Po; 5E(t = l) = G) = Ortsvektor von P3

") x(t)=(1-t)’+3t.(1—t)2-2+3t2—(1—t)-4+t3.5=-2t3+3t2+3t+1;

y(t)=(1-t)’+3t.(1—t)2.3+3t2-(1-t).5+t3=-6t3+6t+1;

, y —18t2+6 6t2—2
[:=—= :

y() * —6t2+6t+3 2t2—2t—1
 : Tangente to in Po: t= O, y'(t = O) = 2;

Si = (:)+ NC); fiir X = 2 ist St Ortsvektor von P1(2/3). Tangente t;; in P3: t = l,

 

y'(t : 1) = - 4; 5.5 = G) + p-[j4) ; fiir p = -1 ist SE Ortsvektor von P2(4/5)

0) y “
5

0
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10 Funktionen mit zwei unabhängigen Variablen 

10 Funktionen mit zwei unabhängigen Variablen

] 1 1 3

 

 

 

 

 

 

 

1 1 l
10.1 a)Geraden: y=—5x+— ; y- _2x+1; y=—5x+— ;y- —Ex+2; y=—Ex+5

b)Geradenzy=x+5;y= x+4;y= x+3;y= x+2;y= x+l;

c)Geradenzy =-x+5; y=-x+4; y=-x+3; y=-x+2;y=-x+l;
4 10 4 8_ ___3 _ =_3 &

d)Geraden: y- ——x+4; y=——x+—3 ; y-—;x+;, y- 3x+2, y 3x+3

10.2 a)Parabeln:y=x2 +1; y=x2; y=x2 —l; y=x2—2; y=x2—3

' —.1_ 2° =l 2 1' =1 2 ' =l 2 -3_' =1 2b)Parabeln.y-2x,y 2x +2,y x +1,y2x+2,y 2x +2

. __l 2 l. =_l 2 __ 3 __l 2 - =_l 2 ic)Parabeln.y- 2x +2,y 2x +1; y- 2x2 +2; y- 2x +2, y 2x +2

d)Punkt(O/O)sowiedieKreisezx2+y2=1,x2+y2=2, x2+y2=3, x2+y2=4

10.3 a)z„=2;z„=3 b)z„=2x;z,=2 c)z„=y;z,=x

1 l 1
d)z„= 2xy; zy=x2 e)zx=g ;zy=g f)zx= —?;zy=l

_ o — . — x . — 1 . — 1g) Zx—1‚ zy——2—y; )z„—3 , zy——gz- 1) z„——g;;. Zy__?yz

_ 2x. x” 1 —x—l
]) Z,F2(X-3Y); zy=6(3Y'x) k) zx=T; ;y=? 1) zx=_; zy= y2

1 xy——l
m)zx=l; zy=—;2- n)Zx=— ;yzy=3—y_

o) — 2y 2x ) 2xy2 x2y2 + 2x2y — 1

10.4 az= ;z=L bz —— _x cz= =——i—)„ J; y 25 )x= 3\/_?Z =67y__ )x ZV 2‘/m

3 ]
dz=——; =—— e =2-1- ; =32- -12) X @ zy 2Jm )Zx (X )y3 Zy y (X )

2—2 —1 11—22flzx= _(1__) (l_y)=_ (X— XY“ ); Zy= _(l_ ;) =_( 4 )

=_i_ l _ 2(l+xy); : 2(x-y+l)

g)zx )(2 (X+y)__ x3 =2%+y) x

h)2x=2.(1_3+1).(_1)=";3L2);zy=.2."(1-+y).__2y"+4
4 2 4 8 4 2 2 4

10.5 a)z x+ln2+lny,z„ 1 zy % b)z=lnx—lny;zx=l;zy= —;
X

1 l l 2
+ ° _° =__ = ' :c)z y 1 x, zx 2x, z), y2 d)zx x+2y, zy x+2y

2 _1 _ 2x _ 2y
cz 2olnx+ln,z —; —— z——;z—) y x x Zy y 0 " x2+y2 Y x2+yz

g)z lnx—ln(l—y) z — z = —L-(—l)=—l— h)z=x"-lny'2' z =M° z=—3x 9 y l—y 1—y ’ x x2 9 y xy
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10.6

10.7

10.8

10.9

10 Funktionen mit zwei unabhängigen Variablen

 

a)z„=ey; z,=xey b)z„=z„=e"+y c)z„=ye""’;z,=xe"'y
1

d)z„=e_y; ZY=_xe_y e)z„=—e"‘; zy=l fizx= _elx; Zy=—xe

) 2 h) e" ey (] + e”)
=— . =— zx=—;z=———

g ZX )(2ey Z„ xey l+ey y (l+e")2

a) z" = zy = cos (x+y) b) zx = 2 cos(2x—3y); zy = —3—cos(2x—3y)

c) z„ = sin y; z„ = x°cos y d) zx= —2y-sin(2x); zy = cos(2x)

e) z„ = cos xocos y; zy = -sin xosin y f) zx =2 005(2x+l)cos(3y); zy= —3-sin(2x+l)-sin(3y)

g) zx= tan y; z,= x-tan2y + x h) zx='y + y-tan’(x-y); z,= x + x-tanz(x-y)
a)zx=2x;zy=-3; z„=2; z„,= O; zxy= z„=0
b)zx=y;zy=x;zxx=0;zyy= O; z„,= z,„= 1
c) Z,. = 2xy’; z)( = 2x”y; z„= 2y’; z„,= 2x; z‚(), = zyx= 4xy

1 x
d)zx=;; Zy=_?; zxx=0;zyy= ?; zxy=zyx= —-y—,

2 2x 2x
_-—2—;Z =—;Z =z =—__2x Oz

y xx ), w y3 xy yx y2

f) z„= -ey; zy= (l-x)-e”; zxx = 0 ; zw= (l-x)oey; z‚()( = zyx = -ey
g) z„= sin(2y); z)( = 2x—cos(2y); zxx = 0; ZW = -4xsin(2y); zxy = zyx = 2-cos(2y)

1 1 11
hz=—;z=——;z=— ; ;z =z=0)x x+l y y xx (—l+x)2 %: _2y xy yx

z = 12 — (x+y); Produkt f(x,y) = xy(12 — x — y);

2x_
e) z„ =7, zy =

g(- =(12 — 2x — y)°y = 0 und % =(12 — 2y — x)ox = 0; da sinnvollerweise x = 0 und zugleich y = 0,

folgt daraus das lineare Gleichungssystem I: 12 — 2x — y = 0, II: 12 — 2y — x = 0;

Lösung: x = 4, y = 4; damit: z = 12 — (4+4) = 4; alle Summanden x, y und z haben den Wert 4

10.10 x, y, z Kantenlängen (z Höhe)

a) 0 = 2-(x-y +x-z + y-z); Nebenbedingung: x-y°z = 1 :> Z = %; damit:

1 1 60 60 1
O(x,y)=2-(xy+;+;); 5x_=2(y——)= 0 und —Ö—y—=2 (x—y—J=O oder

2
I: y = x

II: x_— f,

ein nichtlineares Gleichungssystem; y aus I in II eingesetzt :> X = x4 oder x4 —x = x-(x3 — l) = 0;

da sinnvollerweise x = 0 und ]zugleich y = 0, folgt x3 — 1 = O, d.h. x3 = l; x = %/1 = 1 m;

wegenl: y= 12= 1 m z= _1=1 m: Würfel mit 1 mKantenlänge

b) V = x-y-z; Nebenbedingung: 4x + 4y + 4z = 1 :> Z = % — x — y ; damit

ö_V_l
V(x‚y)= XY(—_X_ y); äx =;y-2xy-y =y(——2x— y)= 0und

%=%-x—2xoy—xz =x°(Z—2y—x)=0;dasinnvollerweisexi0 undy=0,folgtz

I: %— 2y — x = 0 sowie II: % — 2x — y = 0 , Lösung dieses linearen Gleichungssystems:

= L = L . =L.L.L= L _x 12 m, y 12 rn, z 4 12 12 12 m; Würfel mit der Kantenlä.ngel12 rn
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10 Funktionen mit zwei unabhängigen Variablen 

10.11 x, y, z1Kantenlängen(z Höhe); O= xy+ 2xz + 2yz; Nebenbedingung: V = xyz = 1 dm3 =>

2 2 30 2 50 2
=;—;,;damit0(x‚y)= xy+x+;; ?x—— y———= Oun ö—y =x—y—2=Ooderdarausdas

nichtlineare Gleichungssystem I: y-x2 = 2 sowie II: xy2 = 2; I :> y = 2/x2, in II leingesetzt:

x.4/x4=2oderx3=2=> x=ä/2 =1‚260dm; y=2/x2=%/2=1,260dm; Z=W=O,63Odm

10.12 f(x,y)=x2+yz+(3—x—y)2 =2x2+2x-y+2y2—6x—6y+9;

I: öf = 4x + 2y——6= 0; II : %— = 2x + 4y — 6 = 0 ; Lösung diese linearen Gleichungssystems:
3x

=1,y=l;z=3—x—y=l; PunktP(l/l/l)

10,13 xA=—-(a+c)-h; a=lOO—2x;c=a+2x-cosu=100—2x+2x—cosu; h=x-sina

a+c=lOO—2x+100—2x+2x-cosu=200—4x+2x-cosfl

A=(100—2x+xwosu)-x-sinu=100-x-sinG—2xz-sina+xz-sinu-cost1

aö—A=IOO -3in0—4x-sina+2x—sina-cosa=0;
x

%=lOOx-cosu—2xz-cosu+xz-(cosza—sinza)=o

Division der ersten Gleichung durch 2-sina und der zweiten durch x (sinnvollerweise ist sina == 0

und zugleich x = 0) ergibt wegen sin2a = 1 — coszoc das nichtlineare Gleichungssystem:
I: 50 — 2x + x-cosa = 0

11: (100= 2x)-co_sa + x—(2-coszq - 11 = 0
I :> cosa = 2 — 50/x, in II eingesetzt :> X = 100/3 = 33,3 cm; cosa = 2 — 50/x = 1/2 :> 01 = 60°

\

 
 

     

 

 

 

10-14 S(x)=lxl+lx—ll+lx-3lz “
x<0: S(x)=—x—(x—l)—(x—3)=—3x+4 S(x)

O$x<l:S(x)=x—(x—l)—(x—3)=4—x

15x<3:S(x)=x+x—l—(x—3)=x+2 4

35x: S(x)=3x—4; %; T(l/3)

lokales Minimum fiir x = 1; dies ist der Median 36 oder 11

Zentralwert der drei Werte 0, l, 3. ' _"+6"' 1 “2- ‘ 3“ ' ‘ "*
x

10.15 3) i x, y. x? x,.yi y=k-x+d
1 1 2 1 2 " "I: k- . d- = -
2 2 2 4 4 ?“ " ?”
3 4 4 16 16 11;k.n .2 d.n ‚=n

4 6 4 36 24 ;“ ;x' ?x'y'
Z 13 12 57 46

4 4 I: l3k+ 4d=12

;x'l3“ ’y‘=; 11: 57k+13d=46

fix? =57; i,...y 46 k=0‚475;d=1,458;
1 y = 0,475-x + 1,458

b) 4 4 I: 13‘k+ 4d=11
in=l3 $le' _ _
1 1 II. 57k+13d-47

iX? =57; ZX 'Yi_ k=0,763; d=0‚271
1 y = 0,7631+0,271
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10 Funktionen mit zwei unabhängigen Variablen
 

 

 

 
 

10.15 c) 4 4 1: 19k+ 5d=16 6
.: ' .=16'

;x' 19’ ;” ’ II:IO9k+I9d=8I "j
4 _ . _in2=0,9 2x yi—8l k-0,549, d—lll4 3

1 y=0,549-x+1,114 21

d) 4 4 I: l9k+ 50:15 6
'=19, i=15,

213x' ;y II: 109k+19d=76 "j

243x,2=11-09 2x. .yi_76 k=0,516; d=1038 3
' y=0,516-x+1,038 ?

4 4 1: 150k+ 5d=140 50
10.16 44) x.=150; .=140; v

; ' ;y' n: 5500k+150d=5020 40
4 30

fo=5500; Zx -‚y =5020 k= 0‚;82 d= 340; 20
1 K(x)= 0,8x+3,40in

61000) 1°

 

b) K(35) = 0,82-35 + 3,4 = 32,1 in € 1.000, also € 32.100

  

        
 
 

  

c) Mathcad: Voyage200(bzw. TI—89)
10 11 * ‘ "’ *” ““ ‘

20 20 u := 0,0.1 .. 60

x := 30 y := 28 r := regress(x, y, 2)

40 38 2
50 43 K(u) := I’5-U + um + r3

[ 3 \

3

r = ! o o

0.4 @

1.077143

\-0.004286)

fir———„m W     x,u
_ 3 2

K(tl) = —0‚004286-u2 + 1,0770 + 0,4 (in € 1000) K(x) — —0‚00033-x + 0,026-x +

+ 0,29-x + 6 (in € 1000)



10 Funktionen mit zwei unabhängigen Variablen

4 4

10.17 ;pi=500; 213x1=242; ‚(

10.18

10.19

 

 
in 1113 Stück

4 2 4 60
Zp, =64600; Zp, -xi =27850

1 1 40

 
    

 

I: 500k+ 4d=242

II: 64600k+500d=27850

k=—1,143;
d=203,4; 0   0 80 120 180 200

p 

Ausgleichsgerade: x(p) = —1,143-p + 203,4; x = 80 (in 100 Stück) => p z 108 €

I: 12800k+ 5d=184‚2

II : 35920000k + 12800d = 517320

k = 0,0145; (1 = —0,332

y(x) = 0,0145- x — 0,332 , x Drehzahl pro

Minute, y Leistung in kW

b) x = 3000: y(3000) = 0,0145-3000 — 0,332 z 43,2 kW

C) y = 34 kW: 34 = = 0,0145-x — 0,332 :> X z 2370 Umdrehungen pro Minute

4

a) xi =12800; Ey, =184,2;
l
 

?
$

4

x? = 35920000; in -yi = 517320
1

y = c-e“; Logarithmieren: ln y = In C + b'x; setzt man v = ln y, so erhält man v = b-x + In c, die

Gleichung einer Geraden mit der Steigung k = b und d = In C;

 

     
 

 

 

      

 

a) i x' y; V; = ln y; x? xi-v; k = b = —0,388;
1 1 33 3,4965 1 3,4965 d = In C = 3,935 :> C = e3’935 = 51,1;
2 2 24 3,1781 4 6,3561 y = 51,1-e_°’388"‘
3 3 17 2,8332 9 8,4996 y 60
4 4 11 2,3979 16 9,5916 50
5 5 7 1,9459 25 9,7296 40
2 15 13,8516 55 37,6734 30

1 15k+ 5d=13,8516 20

11: 55k+15d=37,6734 1°
0 1 4

X

b) 1 Xi yi Vi = ln yi Xi2 XrVi k = b = 0,0517;

1 5 3,1 1,1314 25 17,4825 d = In 0 = 0,8590 :> C = e°’8590 = 2,36;
2 10 4,2 1,4351 100 31,7805 y = 2,36-e°”“”
3 20 6,0 1,7918 400 56,6643 y 60
4 50 32,1 3,4689 2500 119,8948 50
z 85 7,8271 3025 229,2858 40

1: 85k+ 4d=7,8271 33
11: 3025k + 85d = 229,2858 10
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10 Funktionen mit zwei unabhängigen Variablen

10.20 u= Uo--"’e;Logarithmieren: ln u_— ln Uo— t/‘C; setzt man v = In 11, so erhält man v = —t/t + In Uo ,

10.21

10.22

10.23

die Gleichung einervGeraden mit der Steigung k= —1/1: und d = ln Uo;

 

      

 

 

1 ti ui =ll'l ui ti2 ti“Vi 6

1 0,09 4,27 1,4516 0,0081 0,1306 .. 5
2 0,21 3,21 1,1663 0,0441 0,2449 4

6 1,15 0,54 —0,6162 1,3225 —0,7086 3
>: 3,36 3,0646 2,7368 0,0423 2

1: 3,36-k + 66 = 3,0646 1
II: 2.7368-k+3.36-d=0.0423 0 0.25 .5 075 1 1.25 1.5

k=—l/r=—l,9573 => 1:=0,51s *

Weiters: 6 = ln U., = 1,607 => Uo = e‘°"’°7 = 4,99 v; u(t) = 4,99 .e-V°»“

y= S— S, c= 90 — SK, y= ce"”; Logarithmieren: ln y— In C —t/°r; mit v= ln y erhält man

=ln c —t/1:, die Gle1chung einer2Geraden mit der Steigung k_— —l/t und d= In 0;

a) i ti yi =ln yi ti2 Xi“Vi I: 180'k + 5d__ 19,2727

1 10 134 V4,8978 100 48,9784 II: 8800k + 180d= 600,5402
2 20 90 4,9898 400 89,9962 : —1/1: = _0‚040 :> t = 249 min;

d = In C = 5,302;

c = 90 - 32 = 651302 = 200,7 => 9. = 232,7°C

b) i t. y. v. = ln y. t.2 x.-v. 1: 65k + 4d = 14,8430
1 5 72 4,2767 25 21,3833 11: 1425-k + 65-d = 2229027
2 10 56 4,0254 100 40,2535 k = _1/1: = -0,050 => 1: = 20,2 min;

(1 = In C = 4,517;

 

 

2 180 19,2727 8800 600,5402

 

      
 

 

  

}: 65 14,8430 1425 222,9027 .; = 90 _ 12 = ‚34,517 = 91,6 3 90 = 103,6°C

R= R20 + (1°°R20AS= k°A9 + (1, Gerade mit k: 01R20 und (1: R20; R

i AS. R. t.2 x.-v. 1: 150-k + 6d= 200,9

1 0 30,4 0 0 II: 5500k + 150d= 5220

2 10 32,2 100 322 d = R20 = 30,7 (2;
.. k=a-Rzo=0,1129 =>

2 150 200,9 5500 5220 01 = 0,00368 K"

 

   
'8 ",Logarithmieren: 169_—1690 —ö-t; setzt man v = lny, so erhält man

t. yi v.=lny. 112 X1°Vi 80
 

0,9 40 3,6889 0,81 3,3200 y 60 "
1,8 22 2,9957 3,24 5,3923 40

20

3’ = 3’o'e

v= —öot + Iny0 , die Gleichung einer Geraden mit der Steigung k= —8 und d= In 90 ;

i

1

2

 

>: 13,5 4,45 12,0682 44,55 26,7523
1: 13,5k + 56 = 12,0682 33
11: 44,55-k + 13.56 = 26.7523 430
k = —8 = -o,720 => 5 = 0,720 s" ;
Weiters: d = 11190 = 4,3576; 90 = e"’3576 = 78,1 mm

     

 



10 Funktionen mit zwei unabhängigen Variablen
 

 

 

  
 

10.24 3) 1: 14-k + 4d = 24 0) Mathcad: 1 3
11: 62k + 14d = 103 3 4
k=1,46;d=0,88;y=1,46-x+0,88 ” 4 “= 7 f 3 \

b) y = c-e "‘, v = ln y = In C + b-x, Gerade mit 6 10 3
k = b und d = In C 2

r := regress(x‚y,2) r =

i t; y; v' = ln y; ti2 xrvi 2'38

1 1 3 1,0986 1 1,0986 029
4 1,3863 9 4,1589 10.17}

.. y = 0,176;2 + 0,29-x + 2,38
>: 14 6,7334 62 26,8566

10.25

10.26

 
I: l4-k + 4d = 6,7334

II: 62k + 14d = 26.8566

k = b = 0,25; (1 = In C = 0,7977 : c = 2,22;

y = 2,22-e”“.
Abbildung rechts:

Punktiert: Ausgleichsgerade

Linie: Ausgleichung durch Exponentialfunktion
Strich—Punktiert: Ausgleichsparabel

a)-Exakt:

Nähenmgs—

weise:

b) Exakt:

 

Näherungs—

weise:

c) Exakt:

d) Exakt:

Nähenmgs—

weise:

Exakt:

Näherungs—

weise:

   

 

Az = (2x; + 3y;—1)—(2x0 + 3yo— ]) = 4,6 — 4,4 = 0,2
fx=2;fy=3 ;dx=Ax=2,0S—2‚l =—0‚05 ;dy=Ay=0,S—O,4= 0,1;

dz = fx(xo,yo) ' dx + fy(xo,yo) ' dy = 2 - (—0,05) + 3 ° 0,1 = 0,2; kein Unterschied

zur exakten Lösung bei einer linearen Funktion!

X2 X2AZ : _1_ __0 = 0,42045 - 0,41143 = 0,00902
)’1 VO

2x x2f.. =7; fy =-—2; dx=Ax=xl-x0 =0902;dy=Ay=)'1_3'0 =0‚04;
y

dl: fx'(x0’y0)-dx+fy°(x0‚Y0)dy=—               

AZ: In xl -(l+y‚) —ln x0 -(l+yo) =1,11393—1,09861=0‚01532

l_ l+y =l_ =l_ x ___ .

fx:2 x(l+y) 2x’’fy 2 x-=(l+y) 2(1+y)’dx: Ax: ’" x° 0’2’

c1y=y,-y0 =-0‚1;dz=f,(x„,y„)-dx+f‚(x„y,)-dy=%-0,2+%+0,1)=0,01667

Az = (xf + y‚2 ) e'y' - (xä + yä)- 6% = 2,26911-1,83940 = 0,42971
fx =2x-e" ; fy =—(x2 —2y+y2)-e'y ; dx=Ax=xl ——xo =0,1; dy=Ay=yl —y0 =—0,2;

dz=fx(xo‚yo)-dx+fy(xo,yo)-dy=2-2-e" -0,1-(4-2+1)-e" (02): 0,36788

Az=u-[(Rf—r‚z)-h‚—(Rä —rä)-11]=11[504—438,6=51] 65,349-z1t 205,3cm
fR(R,r,h)=2;R-h; f‚(R,r‚h)=—2-rh; fh(R,r,h)=Rz—rz ;

dz=Tf-| 288—(—0‚1)—216—0,2+28—0,3 —        
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10 Funktionen mit zwei unabhängigen Variablen

10.=27v nh(R2— €); ——=21tR-;h —=—21trhdh 0; c1v=_".3_c1R+arV-rd +aö_:-dh=

= 2n—Ro°ho-dR - 2n-ro°ho—dr— 0 => dR“— (rO/Ro)-dr-— 6/8—0,10“— 0,075 cm

ÖT_£.£="_L- ”. £. =_“'_C_0_. “Lo . = . . .10.286—L-J_‚ ac JT’ dT= Lc1L+ac dC mdL+TJ_O__—odc‚To 21c,/L0 co,

dT/T0 = '/z -dL/Lo + '/_2°dC/C0“— '/z -4% + l/z-(-2%) = 1%

10.=29h0 54,0cm;=m 48,0cm; V=_'_(3r-h); —=nh(2r—-11);—=nhz;

1102-(3°r0 —ho) = 274,826 cm3;

AV.,„„ = nho(2ro _ ho)—|Ah| + nhoz—|Arl = 8,1 cm3; v = (274,8 i 8,1) cm3

10.30 a)b= \/_2_-_2; ä—b— ° - a—'°— '“ ‘
=CZ,/—_ =,—_/2_ /—c2_a2

b)ß=arccosz‚g'a3 =T=————;ö;J;+aza;zAßmax m—_OÜAa|+Z_O°=|Acl) 0,00206 rad=0,12°
—c ö_ß

10.31 —=21t-;(2r+h) —O——=21tr; ro= 14,2cm; ho= 22,8;cm Oo=2nnro(ro+ho)= 3301‚19cm2;

AO„„„‘— 2w(2ro + ho)-|Arl + 21tl'o-IAhI = 73 cm2; 0 = (3301 i 73) cm2

öT_ 10 l 1
10.632— " __ °\/:; T =27t' —0;

=l\/—-g ’ö—g % 9 ° \(30
ATI„,„/ro—— %|A1|/10 + '/;-|AgI/go = %o,5%++_%0,5%—— 0,5%

    

;=Ab„.„ (<:0 |Ac| + ao |Aa|)= 0,49 m

10.33 A = (aob'siny)l2; ao = 48,3 cm; bo = 56,2 cm; yo = 72°; Ao= 1290‚80 m2; 66—1: = —;— - b-siny ;

Z—C =%-avsiny ; Z—$ =%-a-b-cosy; A7 = 0,5°-1t/180° = 0,00873 rad (irn Bogenmaßl);

AAmax = V2-b0‘8ifl70 |Aal + '/z-ao-sinvo-IAbl + '/z-ao-bo-cosvo°lAvl = 8,6 mm2; A = “290,8 1“ 8,6) m2
2 2 .

10.34 =———;go= 392mm;b0=241mm; fi=_b_;fi= g—2; f0=5132=149,2449mm
ög (g+b)2 öb (g+b) go+bo

(bä |Ag|+gä |Ab|)=0,53 mm; f= (149,24 + 0,53) mmfmax=

(go +b0)2

  1035 010— 35° ß0—23°; _c_osa_ ö_n=_sina-cosß_ no” sinao_=,;1468

ö—a s_inß’äß sinzß ’ sinßo

 sin a-cosßAa=Aß= l°-n/l80=0‚0175rad; An...„= °?S°.|Aa|+ - -|Aß|=0,10; n=1‚47i0‚10
  

10.36 No= 1,6; AN= 1,60,5%=0‚008, a= 34°; Aa= l°-n/180=0,0175 rad;

no=,/Nä-sin a„=1‚4;9910 ___—ET;%=— S“‘°'°°Sz° ;
N2—sin (:

1

\/Nä —sin2 00
Anm. = (N„ .|AN|+sinao -cosuo -|Aa|) =0,014; n = 1,499 i 0,014
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1 ] Matrizen
 

11 Matrizen

11.1

11.2

11.3

11.4

11.5

11.6

11.8

1 2 0
3 2 M tl'i , = 09 = 29a)( x )— 3 X a12 821 [O 3 _2)

0 l — 3

b) quadratische Matrix der Ordnung 3, an = 4, 321 = l, 4 7 1

4 l 0

c) quadratische Matrix der Ordnung 3, an = 2, 321 = 2, symmetrisch, A_T = A

d) Diagonalmatrix der Ordnung 3, an = O, 321 = 0, AT = A

e) Einheitsmatrix der Ordnung 2, an = 0, am = O, ET = E

3 0 0 0 1 —3

a) 0 7 0 b) nicht möglich c) 1 3 —l

0 0 2 —3 —1 0

a)l-l—OO=1 b)21—3(—2)=8 c) 0+1-1-4+(—3) 4—1+0—(—3)-7-4—0—0=76

d) 3-7-2=42 e) 4-7-2+0+0—0—2-(—5)-4—2-(—3)-(—2)-=84

a)j-(—j)—2-O=l b) (2—j)-1—(1+2j)—3j=8—4j c) 2j-j-(—j)+O+O-O—O—O=2j
d) 2j-j-l+0+1-(1+j)-1—(—j)—1-2j—1-l(l+j)=—4

a) (1-1) (2-1)-2=0 oder 13-31.=0 => x,=o; >.,=3

b) (-1-1) (1->.)-8=0 oder 12:9 => 71‚=3; >.,=-3
c) (1-1).(4-1).(5-1) = o; Produkt—Null—Satz: 1-7. = 0 => 1.‚ = 1; 441 = 0 :> 22 = 4;
5—Ä=O => Ä3=5

a} Voxage 200 b) Mathcad TI—82 STATS
 

   

    

I“@fllääflfil 1 -1 0 2 r1g1121x1111 4154

1 0 2 0 E"-‘ £" ? :
=4 1_-1 -z -

., ‚ @ @ o 2 o 0

ldet[ä : : ? '1 2 -1 -2 5 nn=ß

\° ° “ det.(lfll)ldet([1 1 u o- 1 1 0-9 1 1 1-„ @
HMI! OEG flll'l'll FIINC U30 .   

42410-2_32 6 b—1—4 06 22
a)40—6_243_2—4—9)30+012=_312

1 —5 —6 9 —5 4

3 6 2 4 1 2
c) 4 0 _ 8 = 4 —8 d) nicht möglich[. J [.4 .] L -J

1 2 1 1 S) 1 (I O) 1 5 6 -5
a)5°[_3 6) b)10'(15 3 0)100° —15 3 d>fi° 10 25 o

1 3
) 1 3 1 _1 0 10 5 —3 b) 1 _1 0 1 2 2 1

a _ . _ _ ' _ ='2[32_J—552 32-1 114
0 —1 -3 -2 1 0 —1
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l 1 Matrizen

 

4 9 —4 —8 10 -2 -20
11.10 a) nicht möglich b) 3 —15 c) nicht mögl. d) 23 23 e) 0 9 11

14 0 -3 12 8 2 2
( _

221 13 02 (29 13 —6) h [8 -9 15) _ _h __ l'h
ÜL — g) 23 2 4 ) 7 _17 _7 1)mctmog1c

6 -9 6

(8 —2 4 2 6
j) -1 k) 16 1) (19 15) m) (23 5 -2) n) 2 1 3 o) 14

110 2 6 3 9

2x1+4x2+x3
8 3x+4y+2z

11.11a) b) 7 c) —2x+y d)
10 x2+3x3+4x4

11 2y+5z
2x2—3x3+5x4

1112 A13—[27 _2] BA--(11 “]"”"7-5""2211
7 4 2 13 18 54 —4 2 14 1

b)A+B= ;A= ;2-A-B= ;B= ;
4 0 —6 1 14 —10 5 9

A2+2AB+ B2- [81 15)- A+B2— A+B A+B — (65 28). ' _ 13 0 !( ) _( ).( )_ 28 16 ’

(A+B)(A+B) = A2 + AB + HA + 132 = A2 + 2-A-B + 132 im Allgemeinen
c) det(A) = 11; det(2-A) = 44; det(A2) = 121
d) det(A-B) = 421; det(A) = 11; det(B) = -11; det(AB) = det(A)det(B)

11.13 A-E = A, E-A = A

1114 A2-(0 0)- B2-(_1 1)-B B3—(_1 1)-B
' “00"-22"'-22'

4° —2+' 1—‘ 5+5' —1+2' 1+2' 3—' 2°
11.15 a) 5, 1_ b) J, J‚ c) . J .] d) J. J .

2+4_| -1+2_| 1+3] —1+3_| 31 2—_] 3+5_1 —2+2]

23_‚23"_[2 -] 34_.34_1_[3 "‘)11.16 a)det[l 2]—1,[1 2) — _1 2 b)det[2 33—1, [2 3) ' _2 3

_] _ _

c) Matrix singulär d) det [2 3)= 3; [2 3] =( 2 l) e) [3/2 1/2)

3 6 3 6 —1 2/3 2 —1

_' 0 _1 2 ' 2 ' 2-4' 7 ' 14—8'
11.17 a)( ] J b>l. . “ c)l- “. J. d)i. “. ?

0 - 3 2—_] —2 5 —l—3j —1+2_] 30 2—4_| 4+2_]

-1 4 '“ -1 —1 l 4 “8 -111.18 a)A = _1 3 ‚det(A)=l,det(A )=1 b)A =2_0 1 3 ;det(A)=20;det(A )=1/20

c) A" — i(6 _4) - det(A) = 10- det(A") = 1/10_ 1 1 9 ,
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1 l Matrizen

1 1 3 -1 2 -1 1 0 3 -1
11.19 A.B= ;(A-B)" = ; B“'=l. ,A"= ;B-lA-l=

2 3 -2 1 2 0 1 -4 2 -2 1

11.20 a) A-B = B b) A-B = E

1 1.21 a), b), c) Statt A"1 = AT kann auch AT-A = E gezeigt werden, was besonders bei c) vorteilhaft ist

 

 

 

   

 

   

      

11.22 3) Voyage 200 b) Mathcad (bei symboli- TI—83/TI—84
————————- MHTRIX[FII 4 X4S°2Cf_fiusyefgung> ;.3 ‚. 5. -

E -1 z I
1 0 2 0 :h 0 1 -

1 1 o o '1 1 o -1 1 '
_111a oe1-1 0200 _@
0111 “ließ 2-1-25 La};

..-° ° 1 ‘ —20 8 -6 8 [E3'%3$ ;.ggg
1 ° 0 2 0 1.462 .398 ';II
4 10 _2 3 _4 [ l 1 15 l 877 .

12 —4 4 —4

—1 2 1 x 3

11.23 a) 3 — 4 0 . y = 0 ; det(A) = -5 $ 0 => eindeutig lösbar; x= 4, y= 3, z=l

0 1 4 z 7

2 1 -1 (x 2
b) 1 3 0 - y = 5 ; det(A) = 9 $ 0 ; eindeutig lösbar; x= 2, y= ]; y= 3

0 1 \Z 7

(
c) 2 1 ‘ 1\ (x\ (2 det(A) = 0 => entweder unendlich viele Lösungen oder keine

4 3 0 . y = 11 Lösung; versucht man auf übliche Weise zu lösen, so erkennt man,

\0 1 2 } KZ) \ 7 dass es hier unendliche viele Lösungen gibt.

3 2 0 . y = 12 det(A) = -3 $ 0 => e1ndeut1g losbar; x= 2, y= 3; y= 4

\2 2 1 ) \Z} {14}

(
e) (1 1 _ i x\ ( 1 \ det(A) = 0 => entweder unendlich viele Lösungen oder keine

3 2 0 . y = 12 Lösung; versucht man auf übliche Weise zu lösen, so erkennt man,

\2 1 1 } \Z} \11} dass es hier unendliche viele Lösungen gibt.

( (
D 1 1 _1\ x\ ( 1 \ det(A) = 0 => entweder unendlich viele Lösungen oder keine

3 2 0 . y = 12 Lösung; versucht man auf übliche Weise zu lösen, so erkennt an,

\2 1 1 } \Z) \10} dass es hier keine Lösung gibt.

11.24 x = 2, y = 5; det(A) = -0,06 nahe bei null! Lösung des geänderten Gleichungssystems: x =-8, y =10

— — —4
11.25 Drehmatrix D = l. 1 \/3 ; ii : D _ i = 996

2 «/5 —1 0,60



11 Matrizen

° - ' 90° — 1 — 5
11.26 Drehmatrix D= c0s90 sm = 0 ; Ortsvektoren: ä= ;b= ;E = 5 ;

s1n90° cos90° ] 0 1 1 5

=D-3=8+(ä-5)=©; ä'=D'©=[_ll)’ E, ®=[_51)’ EI=D'©=[ 5
21' = D.[l] = ['15]; daher: A'(-l/l)‚ B'(-1/5), C'(-5/5), D’(-5/1)

| U
!

\
_
/

5

11.27 det(D‚) = cos2<p + sin2<p = 1

  

3 2 2 10 13 13z‚213f‚r1130213f1579fl
1'

11.28 z2=122-f2;2= -122—f,= -f2
r3 1 1 3 6 12 5

z3 1 3 f3 1 3 0 , f3
r, 2 4 1 9 13 14

(r, f10 13 13\ 50 1800\ 1800\

5 5 7 9 50 1050 °e(05 10 15 05) 1050 €4575
a)r,'6125'50'1150’ ’ ’ ’ ’°1150'

„, 19 13 147 1800) 1800,

(r. f10 13 13\ 40 1700\ 1700\
5 7 9 1030 1030

b) I? = .35 = ‚€(,05 1,0 1,5 0,5) =€4220
r3 6 12 5 65 985985

KL, \9 13 14, 1725, 1725,   
11.29 a) W: 0,9 0,2 . T 03 20000 8200 . amEnde des1.Ja1ues;H„8200 Kunden,

0,1 0,8’ 0,7 20000 :11800’ 41%;H2:11800Kunden‚59%

b) ( T)2 03 20000 9740 ; am_ Ende des 2. Jahres: H1: 9740 Kunden,
0,7 20000 =10260 48,7%; H2: 10260 Kunden, 51,3%

R1'R2
 

R1

1130A—1R'°A— 1 O°A—IR2°A—A-AoA—I+R3RI+R+°1‘0 ’2- ‚3—01’_123_L R__2_

  

R3 R3

1+R /R R 1 R
11.31 a)Al=[ ' 3 1'); A2:[I/R 1 R2R );

1/R3 4 + 2/ 4

1+R| R3+R4 R‚+R,+R‚R2 R3?“
A=A -A = 3 4

| 2 R3+R4 1+R2 R_3+R4

1 R, 1 0 1 0 1 R,
b)A‚= ;A2= ;A,= ;A4= ;

0 1 VR3 1 1/R4 1 0 1
A = A]°A2'A3'A4 wie in a)

Erstellt von Hans Siedler unter Mitarbeit von Wolfgang Timischl

Nach einem empirisch gut belegten Gesetz gibt es kaum Druckwerke ohne Fehler. Dementsprechend sind-
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